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RECENSIONI

Darstellung und Begriindung einiger newever Ergebnisse der Funktio-
nentheorie, di Ep. LANDAU (Berlin, J. Springer, 1916).

Questo libro, che in poche pagine racchiude una densa ed
interessante copia (i materia, & gia pubblicato da sei anni: ma
non & noto fra noi quanto merita, e pereid crediamo di fare cosa
utile ai soci dell’U. M. I. dandone qui un ragguaglio alquanto
particolareggiato.

L’opera, chie non richiede dal lettore nulla piut della cono-
scenza degli elementi della teoria delle funzioni, s8i propone di
dare notizia di un certo numero di proposizioni pertinenti a
questa.teoria e scoperte in tempo relativamente recente: esse si
riferiscono specialmente al comportamento di una serie di potenze
sulla sua circonferenza di convergenza ed alla relativa continua-
zione analitica; molte di queste proposizioni, presentate dap~
prima con dimostrazioni laboriose, si sono potute in seguito pro-
vare con procedimenti pit semplici: di questi, non pochi sono
dovuti all’ Autore, ed ottenuti con acuta analisi che, liberandosi
da considerazioni parassitarie, metta in luce il nucleo della que-
stione. La redazione, assai accurata, & condotta in modo da indi-
care al lettore-ogni minimo passaggio di caleolo, pure invoglian-
{lolo a consultare le memorie originali: in ogni modo, il libro del
LANDAU ¢ ben lungi dall’avere il carattere di compilazione, non
solo per le semplificazioni che egli apporta alle dimostrazioni degli
altri autori, ma anche perché a lui sono dovuti alcuni dei pil
notevoli fra i risultati. ‘

Una opportuna innovazione si riscontra nella Introduzione
(pag. 7-16), in cui, di ciascuno dei sette Capitoli di cui & com-
posta I’opera, & data una visione preventiva, indicando per cia-
scuno 1’essenza della questione trattata, lo scopo, i precedenti:
agli enunciati dei teoremi & data, in questa introduzione, una
forma alquanto pilt generale che nel testo, ma una generalita
pin di apparenza che di sestanza.
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.
17 A. & parco di notazioni che non siano dell’uso comune:
segnaliamo le seritture:

Jiw) = Oglx)), fl@)= o(g(@)),

da lui introdotte da tempo, ad indicare che, essendo f{x) funzione.
complessa e g(x) funzione positiva, & rispettivamente |fir; ; gla)
limitata ed f(z): glx) tendente a zero, per z tendente ad un va--
lore determlumto E {che pud essere anche + oc), e la scrittura
Jix) o g(ee) per indicare che f(#): glx) tende all’ unitd.

Accenniamo ora brevemente al contenuto dei singoli ‘Capitoli.

Cap. 1. Serie di potenze limitate. - Indichiamo con E, per
brevita, I’insteme di tutte le serie di potenze convergenti nel
cerchio |« | <<1 ed il cui valore assoluto, entro questo cerchio,
non eccede I’ unita.

1) Condizione necessaria e sufficiente perché una fix)=—2Xa, "
appartenga ad B, & che posto

8o(x) -+ 8,(x) + oo + 8, (2)
Zm, t. (@) = ,
w41

sia, su tutta la circonferenza |x!=1 e qualunque sia 2, ¢,y <1.
I1 numero 1 & limite superiore per le ¢,, ed anche massimo, pmolw
¢ t,(1)=1 per lelemento f(x)=1.

2y Nell’insieme E, per un dato =, le 8, hanno per limite
superiore il valore dato da

1\ (1.3 1-3..(2n—1)
g =1+ (of+ (o) (),
proposizione notevole, dovuta al LANDAU, e di cui la dimostra-
zione (p. 22) si potrebbe forse semplificare; di G, & dato colla

1 . . . . o
Gnrn;tlog n, il valore assintotico, con procedimento che coincide

.con quello gia usato in circostanza analoga, dal CEsiro (Analisi
infinitesimale, p. 95) ().

3) Si pud costrunire (FEJER) una flz) di F per la quale
le s, non sono limitate. '

(*) Conviene notare che la questione delle serie di potenze limitate
ha formato oggetto di lavori ulteriori: v. O. SsAz, Math. Zeitschr., T. 1,
p. 163 (1918), dove si trovano anche le indicazioni bibliografiche, e id,,
ibid., T. 8, p. 302 (1920).
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4) Per ogni elemento di E, posto-

Mr) = Y @ | 17
O

1
si ha 9(r)= o((l — 7} 2> (HARDY); esiste poi un numero positivo
e minor d’nuno § tale che @, per tutto E, 9(0)<<1 (BOHR);

1 .
vale 9:3, ma non alcun numero maggiore di %

Conseguenza di questo nltimo teorema & che per flr)=2a,x",
convergente in un cerchio R, si ha )

D e e < M(3p),
(1]

1
per ¢ <3R ed essendo JM(r) il massimo valore assoluto di flr

sulla circonferenza |z ! —r. Iu particolare, per una funzione in-
tera, la disuguaglianza vale qualanque sia p.

CAP. II. Sommabiliti 4’ordine superiore. - Data la succes-
sione di numeri complessi

gy  Q)gees Qo yuns
€ posto fir) = Za,x”, si formi d’una parte

ay + @y + wee + a, = 8,
8, + 8, 4 s + 8,0 = 8§,V

—1 (h—1) k—1) —
8+ + 8, A e + B FD =8, B,

no by .
indi si ponga 0,."":&."‘)1( % b) ; si formi d’altra parte

Oy + @)+ s 4+ @, = 1,0
1

— (7o 4 1, Y A+ e+ B, @) = R,V
1 (k=—1) (A—1) (h=—1) (&)
Tn-—_;‘i(ho +h1 “+ e + Ry, ):h” .

2
Se esiste il lim ¢, =38, si dice, come & noto, che la serie Ea,,i
' n=00

& sommabile d’ ordine ¥ nel senso di CESARO e che s ne & la somma
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(o limite) generalizzata secondo CEsAro di ordine k; se esiste il

lim b, » —¢', si dice che la serie stessa ¢ sommabile d’ordine %
N=00

nel senso di HOLDER e che §' ne ¢ la somma generalizzata secondo
HOLDER di ordine k. L’esistenza del limite di ¢,'” porta a quella
del medesimo limite, per ¢, ", r =1, 2,..; e cosl se 8 & il limite
di &,'™, & pure il limite di %,%+” per » =1, 2,...; I"esistenza del-
Puno o dell’altro porta alla regolarita di fir) per .axi<<l: in-
tine esistendo s, esso ¢ il limite di fir) quando x tende radial-
mente ad 1,

Ora, & stato dimostrato da Knxopp e da ScHUR che s ed
coincidono, cioe che sono identiche le somme’ generalizzate se-
condo CESARO e secondo HGLDER; alle dimostrazioni complicate
date primitivamente di questa identitd. I A, ne sostituisce una
assai semplice ed elegante, dovuta ad L. Sertur.

Nota poi come si presenti li questione, se la sommabilita
d’ordine finito sia condizione necescaria perche firi tenda a li-
mite finito per » — 1, ¢ si risponde negativamente mediante
I’esempio, dovuto a LiTrLrwoon, di una serie di potenze con-
vergente per (2 <1 ¢ non sommabile di aleun ordine finito, per

t
Ia quale ¢ lim_ﬁr):‘l)e‘z.
2

z—>1

Capr. III. Imversione del teorema di Abel sulle serie di

potenze.
1) & ben noto il teorema @’ ABEL, secondo il quale dalla

o0
convergenza di 3a,, di cui sia I la somma, segue che per v ten-
0

dente radialmente ad 1, la fir == Sa,x* tende ad L. Mentre questo
teorema non e generalmente invertibile, come ne dia esempio la
Y(—1)"2°, ¢ interessante di cercare condizioni sotto cui valga I'in-
vertibilita : si ha in proposito una proposizione data da tempo da
TAUBER, dimostrante che se na, tende a zero ed fir) tende ad !

oo
per . tendente radialmente ad 1, ¢ Xa, =1

0
2) Questo teorema e esteso dall’ A. al easo che xr tenda ad 1
secondo una successione di punti x,, =1+ #,,¢%», con lim ¢, =0

. mzioo
¢ cosyp, >06>0 e da HARDY e LiTrLEWOOD al easo che r tenda
ad 1 seguendo una linea tangente internamente alla circonfe-
renza (¢ =1 e la cui ordinata sia funzione continua e mono-
tona dell’ascissa: sempre nell’ipotesi che na, tenda a zero.
3) Ma era difficile sostituire quest’ultima condizione con

un’altra meno restrittiva : ad esempio quella che na, rimanga limi-
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~tata per ogni 2. A ¢id sono ginuti HARDY ¢ L1rTLEWO0OD con dimo-
strazione di carattere piuttosto recondito, e collegata con un’altra
proposizione degli stessi autori assai notevole in sestessa, e relativa
alle serie di potenze a cocflicienti positivi; essa si enuncia come
segue: se fix) = Ja,r", con a, >0, converge per 0 <z <<1 ed &
tale che zlill:llf(»v)(l —x)=1, si ha che ¢ ,}“E Gt a,l.: ey,
4) Terminano il Capitolo aleune proposizioni pint sempliei,

nello stesso ordine di idee; ne citeremo due. La prima, dovuta
all’ A., dice che se na, tende a zero e lim f{re’?) tende ad una

. 7 —
fanzione g¢{pl, uniformemente rispetto a :p: la Xa,e? converge
uniformemente ed ha per somma g(y); la seconda, di FEyER, di-
mostra che se Zn «,|* converge, la Ja2" converge per tutti i
punti x, della cireonferenza "2!=1 pei quali si verifica che fie
ha limite se @ tende radialmente ad x,.

“ .

CGAv. IV. Sopra aleuni particolari notevoli del comporta-
mento di una serie di potenze sulla propria circonferenza di
convergenza. — In questo Capitolo sono riportati tre esempi
notevoli, dovuti rispettivamente ad I1ArDY, a LUsiN ed a SikEr-
pINSKY. Il primo ¢ quello di una serie di potenze, e precisa-
mente lo sviluppo di (1 — 1~ ¢he per {r|=1 converge unifor-
memente, ma non assolutanmente. Nel secondo viene costruita una
scrie di potenze X, r”, in eui € lime, =0, ¢ che diverge su tutta

L ===ia ¥

la circonferenza ;& —1, Nel terzo infine, fondandosi sul prece-
dente, viene data una serie di potenze convergente in un solo
punto della eirconferenza ;x =—1. A questo proposito, " A. fa
osservare come non sia possibile costruire una serie avente sulla
circonferenza un aggregato dato di punti di convergenza, poiche
I'insieme degli aggregati di punti sulla circonferenza ha potenza
snperiore a quella del continuo, la quale & la potenza dell’aggre-
"gato delle serie di potenze.
Car. V. Relazioni fra i coefficienti di una serie di potenze,
e le singolarita delle funzioni sulla circonferenza.
1) Con dimostrazione del LANDAU, viene dato il teorema
«<he se¢ la serie Jfi®) = Za,x*, col raggio 1 di convergenza, ha tutti

. . s 9 T T .
i coefficienti di argomento compreso fra 5 3 e MZZ + 3, il punto

x#=—1 ¢ singolare per la funzione. Questo teorema fu dato da

V1ivANTI per il caso dei coefficienti positivi, od anche compresi
T T . s .
fra 19717 I’enunciato pilt generale & di DIENES.
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- 2) I1 Farou ha data una proposizione notevolissima, che
qui viene riportatu con dimostrazione di M. R1ESz; essa si enuncia:
se & lim a, =0, la serie Za,x" converge in ogni punto regolare

=00
di [mﬁ — 1 ed uniformemente su ogni arco di regolaritd (arco della
circonferenza |x|=—1 di eui tutti i punti, estremi ineclusi, siano
regolari per f(x). Il teorema & notevole in quanto, senza 1'ipotesi
a, — 0, 1a regolarita o meno della funzione non & affatto legata
alla convergenza o divergenza della serie, come si vede con esempi
elementarissimi.

3) Viene poi dato nn teorema di HADAMARD, che risale
al 1892, a cui 8i da il nome di « teorema della lacuna »: se la
serie f{x)=Za,, @™+ & tale che il minimo limite di m,,,:m, &
maggiore dell’unita, la circonferenza di convergenza & linen sin-
golare per f(x).

4) Infine, seguendo HURwI1TZ ed applic#ndo la precedente
propesizione di HADAMARD, viene giustificata una notevole asser-
zione del FATOU, dimostrata per primo dal POLYA, che cioé in
una qualunque serie di potenze & possibile, ed in infiniti modi,
mediante un o6pportuno mutamento del segno dei coefficienti, di
ottenere che la circonferenza di convergenza sia linea singolare.

Oar. VI. Massimo e valore medio del modulo di una fun-
zione analitica su una circonferenza.

1) Una prima proposizione in questo ordine di idee & do-
vuta ad HADAMARD ed & riportata dall’ A., sotto al titolo « Hada-
mardscher Dreikreisesatz » con dimostrazione lievemente sempli-
ficata: se fix) & regolare per |x|<r;, se M(r) & il suo massimo
valore assoluto sulla circonferenza |x|—r (M'r) ¢ funzione noto-
riamente crescente), se infine & 0 <<r, <r, <<y, si ha ln relazione

1 log, log M(r)
1 logr, log M(r,) >0,
1 Tlogr; log M(r,)

che esprime che log M(») & funzione convessa di logr. La prol;o-»
sizione vale ancora per -una funzione monodroma regolare datu
nella corona cirvcolare », < |z |<<r,, con r, compreso fra », ed r,.

2) Da tempo HURWITZ (1889) aveva dimostrato che datala
serie di potenze Xa,x*, di cui r sia il raggio di convergenza,
I’aggregato delle sue radici di modulo < coincide eoi punti
dell’aggregato derivato ¢, interni al cerchio r, dell’aggregato -

" -

delle radici dei polinomi Tax’ — f,(»). (Si. caleola come appar~
¥==0 _ »
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tenente a ¢ un numero & che sia radice di infinite Julz)). Di
questo teorema I’A. da due dimostrazioni, indi, giovandosi del
citato teorema dei tre cerchi di HADAMARD, dimostra un note-
vole, recente teorema dovuto a JEN®ZCH, per il quale ogni punto
della circonferenza » appartiene al detto aggregato derivato Q.

8) Chiude il Capitolo la dimostrazione (semplificata dall’ A.)
di una importante osservazione dovuta ad HARDY ; ed & che se plp)
indica il valore assoluto medio di fix) = Za,x* per |z|—=p, dove
& p <, raggio di convergenza della serie, cioe, se &

27

1 -
o) =y [ 770 0,

0

wle) ha proprieta analoghe ad M, cioé & funzione crescente, e
log u(r) & funzione convessa di loge.

Cap. VIL AlPordine di idee del teorema di Picard ¢ dedi-
cato I'ultimo Capitolo di questa interessante opera, Un celebre
teorema, dato da P1CARD nel 1879, insegna che una funzione in-
tera non costante assnme per qualche valore finito di «, ogni
valore assegnato, ad eccezione di uno al pidt; una proposizione
pitt generale dello stesso Autore mostra inoltre che una funzione
monodroma nell’intorno di un punto x, che @ per essa singolare
isolato, assume in ogni intorno di quel punto qualunque valore
agsegnato, eccettuato uno al pil. I1 P1cARD ha dimostrato il suo
teorema facendo uso delle proprieta della funzione ellittico-
modulare, ponendone 1’enunciato sotto la forma « una funzione
intera che non assume per x finito né il valore zero, ne il va-
lore 1, si riduce ad una costante ». it tardi il BOREL & riuscito-
a darne una dimostrazione fondandosi unicamente su principi
elementari della teoria delle funzioni. Ora, seguendo un metodo-
analogo a quello del Borkl, il LLANDAU & giunto, nel 1904, ad
upna notevole ed inattesa proposizione, dalla. quale si deduce
subito il teorema di P1caARD; ed ¢ chie « dati i due numeri com-
plessi « e 3 diversi da zero, esiste un numero positivo w(z, 3
dipendente soltanto da questi numeri, e tale che ogni funzione

J®) = o+ Br + a2 + a2 + ..

regolare nel eerchio |#|{ < w, assume entro questo cerchio almeno-
uno dei due valori 0 od 1 ». In particolare, per ogni funzione-
razionale intera

Pl) = & + B+ A& 4 vous -+ Q2"
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almeno aw ‘e equazioni @(x) =0, ¢(x)==1 ammette una radice -
minore valore assoluto: proposizione notevole che non
gi ” «uco riuseiti a dimostrare elementarmente.

1} Alla interessante materia, presentata in un .rdine corri-
spondente pin allo sviluppo logico che a quello storico dell’ar-
gomento, viene premesso un lemma di CARATHIODORY, ripeta-
timente applicato dal LANDAU nei suoilavori, ¢ che dd un valore
maggiorante per MM{#): questo lemma & appliecato alla dimostra-
zione del segnente teorema di Scuorrky (): dato un namero 6
positivo minore d’uno ed un numero cowmplesso o, esiste un nu-
mero positivo o,(f, «), tale che.ogni serie fir) = Za,r", regolare
per ix <1 con f(0)=—=x«, e che non assume per |x <<1 n& il va-
lore zero ne il valore 1, soddisfa per [&!<<0 alla disuguaglianza
flr) | < w,. Dal quale teorema viene dedotto quello di LANDAU,
da questo quello di P1cARD, indi I’ accennata estensione di questo.

2) I’ ultimo paragrafo del Capitolo e del libro contiene tre
praoy. sizioni, della prima delle quali diamo cenunciato: « esiste
un nummero positivo g tale che ogni funzione

Jr) = & + a,&* + agx® -+ ...

regolare per {#!<T1 e che in questo cerchio nonassume due volte
uno stesso valore, ¢ maggiore di g sulla circonferenza j# =1 »,
e che culminano nel seguente teorema, dovuto a KoEBE, e che ha
ricevato notevoli applicazioni: « dato il numero positivo 6 minore
d’uno, esistono due numeri positivi o’ ed o', dipendenti solo da 6,
e tali che ogni funzione f(z) regolare nel cerchio |x|<< R e che
non assume per {#{< R due volte uno stesso valore, soddisfa alla
disuguaglianza

"

o <L)
— @) —
per ogui coppia di punti del eerchio |z| <OHR ».

s p.

(!) Questa proposizione & stata data dal suo autore, poco tempo dopo
“In scoperta del teorema di LAXDAU ed in relazione col teorema stesso.

1



