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, PICCOLE NOTE 91

Sopra un teorema di Clebsch.
Nota di Onorato Nicoletti

Siano (con m < n)

(1) X=>(W|, T=|y/% (i = 7 = 1,2,...»-fc = l,2,...n)

due matrici'di n colonne e, rispettivamente, di m ed n — m righe, 
le quali abbiano le caratteristiche m ed n — m: e si abbiano le 
min — m) relazioni :

(2) MKWk> = 0, (t = 1, 2,... m ; l = 1, 2,... » - m) ;
i

cioè il prodotto per righe delle due matrici X, T abbia nulli 
tutti gli elementi.

Diciamo (kfa... 7rm) una qualunque combinazione di classe m 
dei numeri 1, 2,... n (e sia ad es. kx < Zf2 < ... <Z ed indichiamo 
con X/G/f2il minore della matrice X, formato, con tutte le 
righe e colle colonne &2,... 7cm; sia invece Xàlit9..km il minore 
ottenuto dalla matrice Y, conservandone tutte le n — m righe e 
sopprimendo le colonne 7^, fc2,... (lasciando le altre colonne
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nel loro ordine naturale), moltiplicato poi per (— 1?, con 
a = posto inoltre un ordine determinato tra

le v=( | combinazioni (fc,,..., km) della classe m dei numeri 
\n /

1, 2,... n, per semplicità di scrittura indichiamo con un solo in­
dice JTp, Yp fp = l, 2,... Qjj i minori Xh\k9...km e gli 1*,^

corrispondenti.
Con queste notazioni, si ha il teorema (di Clebsch):

La matrice \X>\|rJ(p=l, 2,... v) ha la caratteristica 1;

cioè: I minori Xp sono proporzionali agli Yp corrispondenti.
Per dimostrarlo, indichiamo con yfw i numeri complessi 

coniugati delle e consideriamo i due determinanti
(complessi coniugati) di ordine n:

(&) A =
yr(W

! ,T-(W I
! (t = l, 2, ...m; Z = l, 2,...n—?n; A — 1,2,... »).

Dalle (2) e dalle complesse coniugate, si ha subito, moltipli­
cando per righe

AA = (A' J).(IT) = 5 2?TpXp ! • • ìxY-tYz I, 
(1 1 f I ì

dove abbiamo indicato con (XX) = ±jpXpXp il prodotto per righe 

della matrice X per la sua complessa coniugata. D’altra parte 
sviluppando i determinanti A ed A per i minori delle loro ma­
trici delle prime m righe, si ha

w(w4-l) v _ _
A = (-1) 2 A = (— 1) 2 -

si ha così l’uguaglianza

(2?XPTp)(SrY.Yz) - (2,X,Y?)(S,XYj = 0,
1 1 1'1

la quale esprime che il prodotto per righe delle due matrici 
(di 2 righe e v colonne)
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è uguale allo zero; si ha cioè per tutte le coppie [t, u):

Stu(XtYu - XuYt)(XtYu - XX = X ! XX - XnY( 2 = 0; 
i i

è quindi, per ogni coppia (t, u):

XtYu-X„Yt = 0,
ciò che dimostra il teorema enunciato.

Pisa, febbraio 1923.


