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PICCOLE NOTE 97

Su una proposizione dell’ Almansi.

Nota di MAURO PICcONE

Qualche giorno fa il mio amieo prof. L. TONELLI ha avuto
I’ occasione, per me ben gradita, di ricordarmi una sun nota del
1914, recante lo stesso titolo della presente, inserita nei Rendi-
conti della R. Accademia dei Lincei (vol. XXIIT della serie 5°).
In questa elegante nota il TONELLY, estendendo alle funzioni
assolutamente continue . con derivata di- quadrato sommabile una’
proposizione che 'ALMANSI aveva stabilito per le funzioni con-
tinue dotate di derivata continua, raggiunge un risaltato che
qui voglio ennnciare sotto 1'interessante forma seguente :

I nella totalita, T* costituite dalle funzioni reali y(x) delle va-
riabile veale ®, definite nell’ intervallo (a, b), ivi assolutamente con-
" tinue, con dmwata di quadrato sommabile, venjwantz la condzzwne
y(“)-——J(b la seguente funzione della y:

b b
2 1 :
J’y dx — ZT-_——(E <'ry/i.’15>
o a
’

Jy] =
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ha per massimo valore
(b — a)*: 4n?,

che raggiunge allora e allora soltanto che ’sia,wx, B, v, designando
costanti arbitrarie,

2n(x — a)
b—a

2(90 a)

y(x) =y + 2 cos —

-+ sen

Sono rimasti infruttuosi taluni brevi tentativi da me fatti,
in questi giorni, per dimostrare la proposizione enunciata, in
modo pilt diretto e pilt elementare, indipendentemente dalla for-
mola di PARSEVAL per le serie trigonometriche, alla quale fanno
appunto ricorso tanto ’ALMANST quanté il TONELLI. Laddove, le -
due seguenti proposizioni:

I1. nella totalita ', delle funzioni y(x) assolutamente continue
in (a, b) con derivata ivi di quadrato sommabile, nulle in «, lc fun-
zione di y : ‘

' b

1 ' Jy’dw ‘J d,

ha per massimo valore 4(b - a)t: =% che raggiunge allora e allora
soltanto che sia

e — a) .

c)(b a)?

yla) = = 2 Sen g

IIL nella totalita I',, delle funzioni y(x) assolutamente continue
in (¢, b) con derivata ivi di quadrato sommabile, nulle in a e in b,
la funzione (1) ha per minimo valore (b-—- a)*: %, che raggiunge allora
¢ uallora soltanto che sia
. (e — a)
Y@} = asen ————
y(@) b —a
sono suscettibili di una immediata dimostrazione elementare, con-
sistente (%), semplicemente, nell’osservare che: Se y(x) & in T

@
() Cfr. gli art. 7 ¢ 10 del Cap. 1II del mio Corso di Analist saperiore

dell’ anno passato (Fascicolo II, Nozioni di Calcolo delle variazioni), pub-

blicato ¢ edito dal « Circolo Matematico » di Catania (R. Universita).

A torto si attribuisce n Havamarp il teor. III enunciato nel testo,
esso invece deriva da Picarw (cfr. Prcarp, Traité &’ Analyse, t. 111, pa-
gine 115-117 della 1* edizione, anno 1896). Cosl pure il teor. IT trovasi per
la prima volta enuneciato, fin dal 1907, al n.° 25 della mia Tesi di Laurea:
Suw un problema al contorno nelle equazioni differenziali lineari ordinarie
del secondo ordine (Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa,
vol. X).



P1CCOLE ‘NOTE 99

riesce ) )
b b ’ » b
Cl _wylw) nle — a) i
J (yrx)—- 5~ cot op - ) dx _jJ dx — 4([) g jy dzx,
a
e se yla) & in 1,
b ) h b
Tty 2YE T OV s — T [
J (y () - awl, b— ) dux _Jy dv — T yidax.
a a @

Ritornando a considerare la funzione di linea J{y] alla quale
si riferisce la proposizione I, & notevolissimo che, al contrario,
come mostrerd in questa nota, come conseguenzy quasi immediata
del teor. II e quindi in modo affatto elementare, si trova il mas-
simo di J{yJ nella totalita ', pitt ampia delia [*, ottenuta to-
gliendo per le fuanzioni ylx) la condizione di assumere valori
eguali in a e in b, L’indicato massimo & il quadruplo del mas-
simo di Jy] in ['*/ si trova cioé che:

1V. Nella totalita. I' delle funzioni ylw) assolutaumente continue
in, (a, b) con derivate vi di quadrato somnmbéle, la funzione di
linew J[y] ha per massimo UlllO?G (b — «)* . =% che raggiunge allora
¢ allora soltanto che sia '

e — «)
y() :

=V 2 COS i
! b—a

1. Si osservi che, quali si siano le costanti z e 3, si ha sempre:
(@) J[zy + 3] = J[yl.

Pertanto : J[y}::'][y('m»~;/(a)], e quindi il massimo di J|y]
nella totalita I'* & quello nella totalitd I'y*=T,,) delle funzioni
di I nalle in e Sia ¢=(a~+ b)/2, il punto di mezzo di (a, b),
poiche J{y] = Jy(x) — y(¢/], il massimo di J{y] nella totalitd I' &
quello nella totalita I', delle funzioni di I' nulle nel punto di
mezzo ¢ dell’intervallo (a, b). Ma per ogni funzione y(x) di I' si ha

i ;
v éfy”dw : Jz/'”dw,

e s8¢ ylwy & in 1Yy, in virtu di IT,

2+ b ~— p

Jz/’(la, < 4 — a) jy"dm = ‘ “dx,
a a a
b b 5

— o) /
Jy’dw <= J Y e = j

[ 4
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- onde
b .
b—
J[JJéJ “a: fJ”dw<( - .,
. o

laddove

T — @) __(b—ap
-J[OOS_—“—a ]_ .

b n?

B cost dimostrato il teor. IV.

2, Vi & un minimo per J[y] nella totalitd ['* o nella I'? In
forza della relazione di SCHWARZ, od anche osservando I'identita

b b b b

., 1 z l
y*dr — b= a yar| = Hy(x) - —— Jdm) dx,
a a a

si vede che per ogni funzione y(x) di I' si ha:
Jy] = 0.

D’ altra parte per la funzione ylx) = (¥ — a)"(b — ), apparte-
nente a I'*, risulta: .
lim J{(x — a)"(b — x)] = 0.

n— 20
Ne segue:
V. La funzione di linea J{y] non ha minimo né in 1'*-ad in 1,
essa vi ha lo zero per estremo inferiore.
Adunque: Al variare di y(x) nel campo delle funzioni asso-
lutamente continue in (a, b), con derivata ivi di quadrato som-
mabile, la funzione di linea J[y] prende esclusivamente valori

b—a) S . ' .
dell’ intervallo (O (——nz—al), aperto a sinistra; tale intervallo si

riduce alla sma quarta parte, di origine nel punto zero, se la y( )
soddisfa inoltre alle condizioni y(a)=y(b).

5

-3. Il teorema IV asserisce che, per ogni funzione y(z) di I,
si ha
b

. b
a

a

Del primo membro di questa disuguaglianza si pud trovare,
nel modo che vado a dire, un altro integrale non inferiore, ope-
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rante sempre sul quadrato della derivata prima. Poniamo, per ¢

in (a, b),
t [2
1 2
(t)-——j' Yo — — a (j‘ydw) )
si ha
t
1 b4
Pt)= i ap (f(w — a)y’(w)dw) y
e quindi -

. ‘fy’dw RS (jydw) j}t (f(w —a)y w)dfv)

Ma, per la relazione di SCHWARZ, risulta:

(j(ac— a)y'(x )dw) )a.f "2dx,

il segno eguale sussistendo allora e allora soltanto che sia
y'(x) = x(x — a), con « costante. Ne segue

b
p(b) < 3J t—a dtJ Yy dx %j) b — a)P — (x — a)]y'*(x)dx.

Insieme dunque al teorema- IV si ha il seguente :
V1. Per ogni funzione y(x) assolutamente continua in (a, b), con
derivata ivi di quadrato sommabile, sussiste la relazione

fo

[

(j;yd“> = j b—a)P—(x— a)ﬂ}y"(a;)dx,

a

" il segno egualé verificandosi allora e allora soltanto che sia y(x) =
=o{x — a)*+ (3, con o e 3 costanti.
Di qui rismlta soltanto che, per y(z) in 'y &

b ay
T < ¢

Catania, 2 febbraio 1923,



