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SUNTI DI LAVORI ESTERI

H. Bour (a Copenhagen). — Una generalizzazione della teoria delle
serie di Fourier. (Continuazione e fine).

Per le ulteriori ricerche cirea al legame fra una funzione
quasi periodica e la sua serie di FOURIER Y A,e'd+* & fondamen-
tale la questione se una funzione sia wnivocamente determinata
dalla sua serie di FOURIER, cioé se a due funzioni quasi perio-
diche corrispondano sempre due diverse serie di FOURIER; in
altri termini, se non esiste una funzione quasi periodica non identi-
camenté nulle, di cui la serie di Fourier non contenga alcun termine,
ciod per la quale «()) sia sempre nulla, Come & facile vedere, per
dimostrare I’ annullarsi identicamente di una funzione quasi perio-
dica f(), basta mostrare che ne & nullo il valor medio M | | flx)|* |,
¢ la questione proposta si riduce dunque a verificare se dalla
equazione a(l) =0 per ogni A, si pud coneludere 1’equazione
M| fle)|*! =0. Ma questa questione & manifestamente un caso
speciale di quest’altra’ domanda generale: Nella disuguaglianza

DA, P M fla) ]t

che segue immediatamente dalla (2'), varra sempre effettivamente
il segno di eguaglianza come &, per il teorema di PARSEVAL, nelle
serie di FOURIER ordinarie ? St mostra per 1’ appunto che a questa
_domanda & da rispondersi affermativamente, cioé che si ha sempre

@) S|4 =21f@)

n=—

Questa relazione (3) & il « teorema fonddmentalo » della teoria;
essa non & di particolare interesse soltauto nel caso di a(})=0
per tutte le A, donde segue subito il teorema di wnicitd, ma da
anche un risultato assai significativo. anche per il caso di una
funzione quasi periodica qualunque.
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Infatti, segue dall’ identita

v L N
M| fla)— BA,efha® 20 =M iflm 21 —3 A, 7%
1 1

vhe il teorema fondamentale (3) & equivalente all’ equazione limite
(D) € eq q

N
N
-

lim M fixi— S48 2 =0,
1

Newoo
cioé il teorema fondamentale (proprio come per le ordinarie serie
di Fourier) dice, con formulazione alquanto diversa, che la serie
di Fourier SAneldaX di una funzione quasi periodica f(x) converge
sempre « in media » alle funzione f(x). Aggiungerd che il teorema
fondamentale & sostanzialmente equivalente al teorema di molti-
Plicazione delle serie di FOURIER, il quale dice che la serie di
Fourier del prodotto di due funziont quasi periodiche si puo costruire
semplicemente mediante la moltiplicazione formale delle serie di
Fourier dei due fattori. La dimostrazione del teorema fondamen-
.tale si basa su di una « approssimazione » appropriata delle date
funzioni quasi periodiche per mezzo di funzioni periodiche pro-
priamente dette; ¢ perdo necessario all’ uopo un’ analisi alquanto
difficile, per condurre a termine le considerazioni di continuita
a ¢io oceorrenti.

La serie di FOoURIER di una qualsiasi funzione quasi perio-
dica converge dungue in media alla funzione. Per altro, essa
puo non convergere nel senso abituale; si hanno gia per le fun-
zioni veramente periodiche e continue, di quelle per le quali la
corrispondente serie di FOURIER non converge dovunque. In un
caso essenziale (che puod in una certa guisa essere considerato
come caso « generale ») si puo pero mostrare che la convergenza
usuale, anzi assoluta ed uniforme, ha éffettivamente luogo, € pre-
eisamente nel caso in cui gli esponenti .\, sono linearmente indipen—
denti, cio® in cui, per nessun intero N ha luogo una relazione
della forma '

O\ + O\ + .. Oy Ay =0,

dove i nameri C,, C,, .., Cy siano razionali non tutti nulli. Si puo
infatti dimostrare che in questo caso non solo converge la serie
¥ A4, &% ma anche la serie stessa X} A4, ]

In una seconda memoria sotto lo stesso titolo, sotto stampa
negli « Acta Mathematica » io tratto la questione della approssi-
muzione uniforme delle funzioni quasi periodiche mediante somme



SUNTI DI LAVORI ESTERI 29

Ny, :
limitate trigonometriche Ja,e**, ed anzi della approssimazione
1 .

uniforme in tutto 1’intervallo infinito ~— co <4 < co. Per le
funzioni periodiche propriamente dette e continue, di periodo

p:g};, vale il noto teorema di WEIERSTRASS, che ogni talé
funzione si puo approssimare uniformemente per ogni # mediante
somme di un numero finito di oscillatori armonics, %neink"’, ed
io dimostro nella mia memoria il teorema, in perfezta analogia

con quello di WEIERSTRASS, che ogni funzione quasi periodica fix)
puod essere approssimata, con approssimazione e arbitrariamente pre-

. N N .
fissata, mediante una somma finita Tane'?oX, ¢ cid in tutto 1’ inter-
1

vallo — oo << x << o0, La dimostrazione, nei suoi tratti essenziali,
ha una stretta relazione con un bel lavoro di P. BoHr, il quale
si occupa della questione, essenzialmente piut ristretta, di quelile
funzioni che possono essere uniformemente approssimate da somme
finite della forma speciale

! ik, +...+n_k o
Za, " e(.1 1 MM
TR

dove %, .. ky sono numeri dati. Il significato del nostro teorema
di approssimazione sta sopra tutto in c¢id, che esso c¢i da una
condizione ad un tempo necessaria e sufliciente per la quasi perio-
dicitd di una funzione f(wx): poiche, accanto al detto teorema
vale anche il reciproco, ciod ogni funzione che viene approssi-

mata uniformemente da somme trigenometriche finite, & certa-
mente quasi periodica.

Aggiungerd ancora che il concetto della quasi periodicita ed
i teoremi sulle proprieta oscillatorie delle funzioni guasi perio-
diche pud estendersi anche alle funzioni di una variabile com-
plessa, il che getta sopratutto luce su una questione fino ad ora
assai insufficientemente illuminata, circa alla natura delle fun-
zioni che si possono sviluppare in serie di potenze « irregolari »
Sa,z* (o serie di DIRICHLEY Za,e*). - (Dall’ Autore)



