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PICCOLE NOTE

Un teorema sulle curve continue.
Nota di S. SAKS e A. ZYGMUND (Varsavia).

1. L. ToNELLI ha posto la seguente questione: una curva
continua, avente tangente in ogni suo punto, deve necessariamente
contenere un arco parziale rettificabile ?

Le scopo di questa Nota & di dimostrare un teorema sulle
curve continue, da cui, in particolare, discende la soluzione affel—
mativa del problema di TONELLIL

. Il metodo da noi seguito si riattacen strettamente a quelli
impiegati da DENJOY e TonNELLY nelle loro llcelche sul proce-
. dimento di totalizzazione.

2.- Definizione. — Si chiama curva piana eontinua ogni iu-
sieme di punti determinato dalle equazioni parametriche.
o= ft)

(1) | ? y—_'—‘q’a(t) (0=st<1),
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fit) e ¢(t) essendo delle funzioni continue. Noi indicheremo, in
generale, con p = p(t) il punto (w, y) che le (1) fanno corrispondere
ad un valore ¢ del parametro. ‘

Noi diremo che una retta s, & una tangente mediana di lato
destro (rispett. di lato sinistro), nel punto ¢=t¢, della curva (1),
qaando esi#te una successione di punti t, =1, {rispett. £, < ¢,)
tendenti velso t, e tali che le rette s, —p,p, (ove p, =pt,) ()
tendano verso la posizione di s,.

Le tangenti mediane in un punto e d’un lato deternnua,ro
riempiono in generale una regione chiusa R, formata di due angoli
opposti. Nel caso in cui esista la tangente (nel senso ordinario);
R si riduce ad una retta. Nel caso opposto, quando R coincide
con tutto il piano, noi diremo che la tangente e completamente
indeterminata dal lato e nel punto considerato. :

Diremo infine che la tangente & completamente indeterminata
nel punto p = p(t) quando essa ¢ completamente indeterminata dai
dne lati simultaneamente.

3. Teorema., — Se la tangente non é completamente indeterminata
in nessun punto della cwrva (1}, esiste sulle (1) un arco parziale Cla
oui equazione, riferita ad wn sistema (&, v)) di coordinate, convenien-
temente scelto, & della forma:

v = g(&) e &<b; a <,

con glE) soddisfacente in (a, b) alla condizione di Lipscimnz.

Dimostrazione. — Sia '«,! la sucecessione dei nummeri razio-
nali dell’ intervallo (0, 2r) (*) Indichiamo con F, ,  (m,n, p es-
sendo degli interi positivi) (rispett B, p) I’ insieme du valori
di t (0<Zt<C1) tali che dalla dlsngnafrhan/a

l N
(2) 0<t—t -~ <rispett. 0<t —t <;)
segua sempre '
3) o — "t )

dove & p=plt), p' =pt), ¢ «(z, pp) indica la misura dell’ angolo
formato dalla direzione positiva dell’ asse delle x ¢ dalla semi-
retta pp'.

() Quando & p,==p,, il simbolo p_LpTO pud indicare una retta qua-
lunque passante per p,.

{%) 2n, essendo irrazionale, non appartlene alla successione z,,, si ha
pereid, per ogni n, 0 <<a, < 2n.
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Si vede sabito, tenendo conto della continuita delly eurva (1,
che tutti gli insiemi F,',';,n,p, K., », sono chiusi; @’ altra parte,
in virtit della nostra ipotesi che in nessun punto di i1) vi sia
completa indeterminazione della tangente, ogui punto ¢ a]»pm‘ﬁ(‘ll&‘
ad uno almeno degli insiemi &, Dunque, per un teorema ben note
di Bairg (Y, uno almeno di questi insiemi deve contenere un
intervallo pursiale (a,, b)) di (a, D).
Sia, per fissare le idee, F:;ov"oypo uno di tali insiemi. Si puo
cvidentemente supporre che sia
@) | 0= b, —a, < -
' Do

Sin ¢ Vareo della curva (1) i eni punti corrispondono ai
valori di t cotitenuti nell” intervalio {a,, b. Cambianie_il sistema
delle coordinate in modo che D asse £ del sistema (£, v faccis
con quello delle x, dell” antico sistema (x, yi, I’ angolo z,,.

Aftermiamo c¢he Parco C verifica, relativamente al sistema
(E. ). le condizioni del nostro teorema.

Intatti, la proiezione ortogonale dell’ arco € sull’ asse delle £
costituisce un intervallo (£,, 5,), ¢ seelto un punto qualunque &, di
questo intervallo, consideriamg la retta {=2Z;, parallela all’ asse
delle 7. Supponiamo, se ¢id ¢ LImssi‘hile. che essa tagli € in due
punti diversi p e p, corrispondenti ai due valori ¢ —¢' del para-
metro, contenuti in {ay, by Ora, per (4, 12; e (3}, la secante pp’ deve
tare, con 1"asse delle € un angolo inferiore o, al pil, uguale, in

% g . . .
valore assoluto, ':L' <, 3 ¢ cio contraddice al fatto che la
retta pp' sia perpendicolare all’ asse delle E.

”
E

Dunque. ad ogni valore %£Z, =<7 <<¢, corrisponde un solo
valore «, tale che il punto (§, v) sia situato sn C. Pér conse-
guenza, I equazione dell’ arco C puo essere messa sotto la forma

7= 9'8),
g(E) essendo una funzione univoea di g, v

Resta a provarsi che essa verifica la condizione di Lipsciriny
nell’ intervallo (£,, £,). Per dimostrario, basta riprendere il ragio-
namento precedente, perche, tenendo conto di (4) e della_defini-
zione dell’ asse delle &, si otticne, da 13), la disuguaglianza

{;’] - { ‘ U
%ﬂ,s*ﬁz,@ = tg

FoE |
My

24 i
la quale prova la nostra asserzione, essendo 0= 4 <5

(1) V. per es. Havsvorey : Grundziige der Mengenlehre, 1914,
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4. Siccome ogni arco rappresentato dall’ equazione y=— g(x),
ove g(x) soddisfa alla condizione di LipscHITZ, & rettificabile, dal
teorema precedentemente dimostrato segue la soluzione del pro-.
blema di ToneLnI, ed anche I’ enunciato, pitt generale, seguente:
"~ Teorema. — 8¢ in nessun’ punto (1) di una cusrva piana continua
la tangente & complelamente indeterminata, esiste un’sistema, ovungue
denso sulla curva (*), di archi parziali rettifionbili.

(") Si vede facilmente che, affinché qnesto teorema ed anche il prece-
dente snssistano, basta supporre solamente che I’insieme dei punti ¢, nei
quali Ia tangente & completamente indeterminata, sia di prime categoria
di BaIRE. ' ,

(®) Vale a dire, che ogni arco parziale della curva considerata ne

contiene un altro rettificabile.



