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ricuoia inu 1 e

£Sulle successioni uniformemente convergente
Nota di Goffredo Vitali

Il prof. G. A. Dell’Agnola in una sua nota (*) ha dimo
strato che condizione necessaria e sufficiente perchè una successione

(1) /.(ni, ... /,(M,...
di funzioni continue e crescenti (’) della variabile x in un inter
vallo (a, b), a > 1>, sia uniformemente convergente è che la (1) con
verga verso una funzione continua.

Clio F uniforme convergenza'di (1) porti la convergenza di (1) 
verso una funzione continua è cosa notissima quando le /„(#)• som, 
come qui si supporne, continuo.

t1) 0. A. Dell’Agnola. Sulle suceessioni uniformemente convergenti, 
(R. Istituto Veneto di -Se. Leti, ed Arti, 1910-1L Tomo LXX, Parte 2a, 
pagg. 383-891).

(?) Diciamo qu^e altrove crescenti per dire con più brevità non de
crescenti.
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Per provare che la convergenza^ di (1) verso una funzione 
continua trascina F uniforme convergenza di (1), invece della 
dimostrazione del prof. Dell7 A&nolà, bastano le seguenti con
siderazioni molto semplici che non tengono nemmeno conto della 
continuità delle /„(#)•

Supponiamo che la (1) converga verso una funzione con
tinua /(H. Poiché le fn(x) sono crescenti anche la /(w) è cre
scente.

Preso un e > 0, ma piccolo a piacere, è possibile, per il teo
rema di Cantor, dividere il segmento (a, b) in un numero finito 
di parti -

^19 àz ) ••• - km
Z tali che in ciascuna di esse P oscillazione di f(x) sia minore di

Sia no
■ aQ = a<a1<at< ... < cam = b

gli estremi di queste parti.
Poiché nei punti

che sono in numero finito i la (1) converge rispettivamente verso

/(«») > /(®1), /W, -, , f(aM0

è possibile trovare un v tale che per ogni n > v sia

(2) -'

Indichiamo con xr un punto qualunque di hr.
È evidentemente, per tali n, a causa di (2) e della cre

scenza di //#),

(3) V(a_1) " I < </„(«,) < /(»-•) +1-

Ma in hr la /(ir) fa una oscillazione minore di |, quindi

/(«r)— /(«■,.—1) < g 
e perciò

/(«.) -+- 3) — (/(».->) — 3) = (/(«r) — /(a—j) -+- < 3 t -3 = e-
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Vediamo così che F intLd^o (f(ar) -r- /(a,—J — |j è di 
ampiezza minore di 5. questo intervallo cadono /„(#,.),
come risulta da (3), ed J\xrh perchè

dunque /,<(#,.) cd f(xr) differiscono in valóre assoluto per meno 
di L. Si ha dunque per. ogni r scelto fra i numeri 1, 2,... m, per 
ogni x di hr, e per ogni n > v

— Z(x») I < e,
o in altri termini per ogni nZ> v e per ogni M di (a, K) è

e questo basta per affermare che la (1) è uniformemente conver
gente in (a, ö).

' Questa è la dimostrazione che volevo presentare e che è 
abbastanza semplice. '

Da quanto precede risulta età le due condizioni poste per 
le fn(x) e cioè

a}. le funzioni fn(x) sono crescenti
K) le funzioni fn(.æ) sono continue

non intervengono mai entrambe nella dimostrazione di una qua
lunque delle due parti in cui si divide il teorema, poiché per 
dimostrare che dalla convergenza uniforme di (1) consegue la con
vergenza di (1) verso una funzione continua serve solo la condi
zione -), e per dimostrare che dalla convergenza di il) verso una 
funzione continua consegue la convergenza uniforme di (1) serve 
solo la condizione a).

Ferrara, marzo 1925.


