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PioouLis NUE 1

: Sulle successioni uniformemente convergenti: .

Nota di GOFFREDO VITALI

Il pref. C. A, DELL’AGNOLA in upa sua neta {!) ha dimo-
strato che condizione necessaria e sufficiente perché una successione

(1) Fi(@)y fo()y we ful@)y o

di funzioni continue e crescenti (*) della wvariabile x in wun inter—
vallo (a, b), a > b, sia uniformemente convergente ¢ che lu (1) eon-
verga verso una funzione continudg.

Choe I’ unitforme convergenza ‘di (1) porti la convergenza @i (1)
verso una funzione continua & cosa notissima quando le f,(2) sone,
come (ui si suppone, eontinue.

(") C. A. DELU’AGNOLA.  Sulle suceessioni wniformemente convergenti.
(R. Istituto Veneto di ;Se. Lett. ed Arti, 1910-11. Tomo LXX, Parte 2%,
pagg. 383-391).

() Diciamo qui e altrove erescenti per dire con pill brevith wew de-
crescenti. .
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Per provare che la convergenza di (1) verso una funzione
continna trascina 1 uniforme convergenza di (1), invece della
dimostrazione del prof. DELY AeNOLA, bastano le seguenti con-
siderazioni molto sempliei che non tengono nemmenc conto della
continuitd delle f, (z).

Supponiamo che la (1) converga verso una funzione con-

tinua f(®). Poiché le f.(x) sono crescenti anche la f(x) & cre-
- sceute.

Preso un £ > 0, ma piceolo a piacere, & possibile, per il teo-
rema di OaAwroRr, dividere il segmento (¢, b) in un numero finito
di parti - ’

Ryy Byyeuny By,
tali che in ciascuna di esse 1 oscillazione di f(z) sia minore di g
Siano
Gy =0 < By <<y < vur < By < @y == b

gli estremi di gueste parti.
Poiche nei punti

Qyy Byy Ggyenllyyyy G
che somo in numero finito, la (1)' converge rispettivamente verso
J(a)y fla)y flas)s ooy f@nay)y fl@)
& possibile trovare un v tale che per ogni #=>v sia
. - e
2) | fula) — fla)| < 3"
Indichiamo con 2, un punto qualunque di 2,.
B evidentemente, per tali =, a causa di (2) e della cre-
scenza di f.(x),
€ . . . ) €
B Sam) = 5 </ua) Lo = fla) < fia) + 5

Ma in hk, l1a f{z) fa una oscillazione minore di %, quindi

' €
flw) = fla—y) <3
e percid ’

' (f(“r) -+ §) - (f(“%--—;) — §) = (f(a,.) — f(a.._l)> + % <—83 +- %E: €.
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Vediamo cosl che 1’ intg-wal'o <f(a %,f 1) %) e di

ampiezza minore di e, Ma...w questo intervallo c(mdono fulx,
come risulta da (3), ed f(z,., perché

S,y < fiw,) < fla,),

danque f,(»,) ed f(x,) differiscono in valore assoluto per meno
di &, Si ha dunque per ogni r seelto fra i numeri 1, 2,...m, per
ogni z di A,, e per ogni #>v

1 fu@) — fla)| <,
o in altri termini ber ogni n=v e per ogui » di (a, b) &
| ful@) — flw) [ <e

e questo basta per affermare che la (1) & uniformemente conver-
gente in (a, b). '
Questa & la dimostrazione che volevo presentare & ehe €
abbastanza semplice. :
Da quanto precede risulta ch#le due condizioni poste per
le f.(x) e ciod
a) le funzioni f,.(x) sono erescenti
by le funzioni f,(») sono coutinune
non intervengono mai entrambe nella dimostrazione di una qua-
lunque delle due parti in cui si divide il teorema, poich® per
dimostrare che dalla convergenza wuniforme di (1) consegue la con~
vergenza di (1) verso una funzione continua serve solo la condi-
zione b), e per dimostrare che dalla convergenza di (1) verso una
Sunzione continua consegue la convergenza uniforme di (1) serve
golo la condizione a).
Ferrara, marze 1923,



