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1Z8 " ' BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

le operazioni distributive esprimibili
con un numero finito.- di operazioni elementari: ■

Uà di Luigi Fant appiè- . -

1« Secondo le usuali definizioni diremo che un’operazione" 
funzionale J7, che a ogni funzione y(t) analitica fa corrispondere 
un’altra funzione /(#), pure analitica, è distributiva o lineare s 
per a e b costanti qualsiasi è sempì-e
(i) -+- *ys(*)] “ «^[^1(01

Per indicare che la J7, oltre che dalla natura deila y(t\ d. 
pende anche dal valore di scriveremo

.JPt[jW; ?]•=/(*)
ove la t in basso sta ad indicare che se nella y comparissero, 
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oltre t, altre variabili a, /queste ultime dovrebbero pensarsi 
come costanti e la Fandrebbi/applicata alla y considerando questa 
come funzione^dtdla sola t, E da osservare .che, colle nostre nota
zioni, il risultato /(z) dell’operazione non dipende più dalla, va
riabile apparente i; conte p. es., indi’operazione* li neare

b

K\Z, t)y{tì<u

la /z) non dipende più dalla, variabile t d’ integrazione. Ib i mag
giori notizie sulle Operazioni distributive rimando poi all’opera 
dei prof. Pinch er le e Amaldi (]).

2. In una mia recènte nota (~) ho fatto vedi*re come tutte le 
proprietà di un’operazione distributiva F possano essere studiato 
attraverso -le proprietà di una certa funzione v (z, a) di due varia
bili complesse, perfettamente individuata, una volta, data, l’ope
razione F, da
(2) v(z, a) — fJ ; z]

L t — a J
^risultato d< Ila F applii^ata alla funzione particolare y/(7) = ^ ' J 

e Che a sila volta individua l’operazione F mediante la formula

0) /('«)■■— «I- - Oa-f J
(J

esse ih lo là Ö una curva Chiusa della sfera complessa t che con
tiene nel suo interno tutti i punti singolari di y(t) (compreso t = c<> 
se, pur essendo regolare per la questa è ivi ~|= 0), ma lascia 
all’esterno tutti quelli della c(z, t) ((considerata come funzione 
di t). Così, p. es., i punti singolari della /(z) sono < pici li delle 
funzióni v(z, tj, v(z, se sono i punti_singolari del hi
y(t)j da cui il nome di indicatrice dei punti singolari dato alla c(z, óc.

3. Ricordando allora (die, secondo una definizione del pro
fessor P1NCHERLE (op. citata), si chiamano operazioni elementari

(*) S. PiNCHEHLE e U. Amali)!, Le operazioni distributive e le loro 
applicazioni all’analisi. Zanichelli, Bologna, 1901. . -

(2) L F’antai*i*iìt, Le f unzionali lineari analitiche e le loro singolarità. 
Rend. R. Acc. Lincei, Vol. I, h. 6, hc»h. 1“, 1925.



160 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

le tre operazioni di derivazione, sostituitone (relativa a tuia fan 
«ione fissa v(t)), moltìplioazions (di moltiplicatore fisso p(«)), ei si 
pad proporre il problema di rl«onosesre quando un’ operazione 
distributiva F, data sotto una forma qualsiasi, p. ès. mediante 
uiia serie di Pìnoherle

= ,<->(*)

sia in realtà esprimibile con un numero finito di operazioni ele
mentari, le sole che praticamente siano sempre .effettivamente 
eseguibili. Dimostriamo a questo fine il seguente teorema, che 
risolve completamente la questione:

Condizione necessaria e sufficiente perchè un’ operazione lineare F 
sia esprimibile mediante un numero finito di operazioni elementari (de
rivazioni, sostituzioni, moltiplicazioni) è che la sua indicatrice v(z, a) 
dei punti singolari sia una funzione razionale di a che si annulli 
pèr a = oo.

Se infatti la ? è esprimibile con un numero finito E opera
zioni elementari, si avrà

(4) F^tj-, «]

e ricordando che l’indicatrice dell’ operazione di derivazione 
/(*) — Dny(z) è

, . _ 1 (— l)”n!

l’indicatrice dell’operazione di sostituzione /(*) = y(v(#)) relativa 
a v(z) è

a) = -7—-----

e l’indicatrice dell’operazione di moltiplicazione /(^ = 
di moltiplicatore p è 

avremo, per l’indicatrice della nostra operazione (4), sostituendo, 
secondo la definizione (2), la funzione particolare alla gene- i — a
rica y(f)

p*ì (—1
(5) «(«, «) — SjSjPjX«) [ 
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che è evidentemente una funzióne razionale di a che si annulla 
per a = oo. .

Supponiamo, viceversa, che l’indicatrice a) di un’opera
zione lineare F sia razionale rispetto al parametro a e si annulli 
per a = oo, sia cioè

a) =
P(z, a) 
<?(*, «)

essendo P e Q polinomi in a, con coefficienti funzioni analitiche 
di z, ed il grado m di P inferiore al grado n di Q. Decomponiamo 
Q in fattori lineari (rispetto ad a)

(6) Q = — vx(2!)]r,[a — v2(^)]ra... [a — v/s)]r*
*’i -4- r2 •+-... 4- rp =

e la frazione (ehe ha il numeratore di grado inferiore a

quello, del denominatore) in frazioni elementari; sarà^

(7) P[z, a) __ y 5
a) ~ 1 / [a — '

A causa della formula (3) avremo allora, per il valore j\z) 
della nostra funzionale P, applicata ad una qualsiasi funzione y

/(«) = F,[y(f) ; «] = 2^J «fa *)»(*)<« =

0

_ 1 CP\Z, t\ 1 f — 2« J Qiz, t) y^dt — 2.1« J [i — V, (z)p' y^dl
0 c

essendo 0 una curva chiusa contenente nel suo interno tutti i 
punti singolari di y ma nessuno dei punti t = vk(zj singolari per 
la v(£, t); e quindi, invertendo il senso d’integrazione, avremo 
ipflne, per la formula di Oauciiy,

& f i /)»! .(
(8) f(g) — Fk[y(t) : z\ = - 2*3, . Jjjp ’(v/z)).

1 1 U — -»yi

La /(#) si ottiene cioè dalla y mediante un numero finito di 
operazioni elementari; più precisamente, in corrispondenza a ogni 
polo a = vÄ(sl d’ordine rk dovremo sostituire nella y e nelle sue 
rK — 1 successive derivate la vA(z), moltiplicare poi queste espressioni 
per certe funzioni di che, a meno di fattori costanti, coincidono 
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coi numeratori ideile frazioni elementari dello sviluppo (7), e poi 
far la somma. Se in particolare jl denominatore Hss, '«) è (a~
Pespressione (8) ci dà una forma differenziale lineare d’ordine n — 1 
nella y.

4. Riepilogando e ricordando la definizione (2) dell’indicatricc- 
possiamo dunque dire anche che: Condizione necessaria e sufficiente 
perchè un? operazione distributiva Ft eia esprimibile con un numero 
finito di operazioni elementari è che, applicata alla particolare fun

zione y(t) — t dia per risultato una funzione v(z, a) razionale 

rispetto al parametro a, e annullantesi per a = oo,


