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204 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sui teoremi delle quantità di moto per i sistemi continui.
Nota di Marcello Belli

1. Nel n? 2, corrente anno, di questo « Bollettino » ho avuto 
forcatone di scrivere i teoremi delle quantità di moto nella 
forma ohe più torna vantaggiosa nella dinamica dei fluidi.

Aggiungo ora un appunto giustifìcativo di quelle espressioni 
die possono non parere così immediate come io ho supposto.

Si consideri in un certo istante t, tracciata in seno a un 
fluido viscoso in movimento, una superficie, chiusa ?.

Dopo un elemento, infinitesimo, dt di tempo, le particelle 
ti aide che occupavano (supponiamo interamente) lo spazio 8 
racchiuso entro j, occuperanno lo spazio 8' limitato dalla su
perficie y.

Siano: ò'.. la parte di 8' che è comune ad 8, 8^ ed 8S quelle 
che bisogna aggiungere ad per avere rispettivamente 8 ed 8'.

Indicando con ? la densità. F la forza unitaria di massa, 
: l'omografia delle pressioni, v la velocità, n la normale interna 
a j. il primo teorema delle quantità di moto «ciò che qui si dice 
per esso può naturalmente ripetersi per il secondo», applicato 
alla massa racchiusa entro a ed espresso in forma differenziale, 
dà luogo alla relazione

ì J ^pFd8 4- J ìndi J dt = I dtd8 4 j sud8 1 ?vd8.

X ■: X, X, N

Infatti il computo della var

-pazi X3 possono intendersi rj

azione della quantità di moto 
avvenuta dopo il tempo dt, 
può supporsi eseguito, facendo 
prima la differenza fra quella 
posseduta al tempo t-^-dt dagli 
elementi che in quell'istante 
occupano lo spazio 8% e la 
quantità di moto degli ele
menti idi versi dai primi) che 
si trovavano negli stessi punti 
al tepipo i; infine aggiungendo 
la quantità di moto di Sz e 
togliendo quella di 8^

Ma gli elementi dS degli 
ipresentati da cilindretti appog- 
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piantisi al contorno degli elementi à della superfìcie a, aventi 
le generatrici parallele a v e la lunghezza vdt.

Pertanto potrà scriversi

dS — "P vdt x nd5,

il primo segno convenendo agli elementi di il secóndo a 
quelli di aS’3.

Avremo dunque :

<2i |pFrfS —$pv(vx n)d-,

S - &, -

«espressione che differisce dalla (1) della mia precedei!te Nota 
solamente nei riguardi del campo che qui compare al posto 
del campo S. Ma evidentemente deve ritenersi coincidente 
con poiché l'elemento di è un infinitesimo.

2. Una dimostrazione diretta dello stesso teorema può darsi 
partendo dall’equazione del moto

gradß = p(jF—a) (a accelerazione;

♦* avendo presente la relazione

d(pv) ?(pv) dp
?a = ^p-v<- ~vdï-

Infatti, integrando, si ottiene

3’ ^Fd^^nd^PlfvdS

S -a S s

Ma si ha (cfr. Burali-Forti e Marcolongo: Trasformations 
linéaires, Chap. Ill) :

vdS ~ X ri)dv —^pv div vdS.

S I S

Perciò, sostituendo e ricordando che, per la continuità, deve 
essere

ckp
37-+- p div v = 0.ai r

si ritrova la relazione (2h
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A. Si è supposto al n.° 1 che, durante il moto, il fluido occupi 
sempre interamente lo spazio S racchiuso dalla superficie fissa a, 
la quale ipotesi risponde certo al reale comportamento di un 
fluido gassoso.

Durante il moto di un liquido, invece, questa condizione può 
cessare di essere verificata.

Sia a, l’insieme delle superficie chiuse che limitano le cavità 
formatesi entro la massa fluida, s ]o spazio racchiuso entro di 
esse. Poiché in ciascuna cavita regna una pressione che con 
buona approssimazione può ritenersi uniforme (pressione del 
vapore saturo a quella temperatura) e poiché gli elementi dil 
sono principali, risulta

jßndcq — 0

~i

e quindi la (2) assume la forma

4 ' JpFd# -+-J indi — I dS —X n)d j.

N—a ò’—s

Questa espressione é atta, fra l’altro, a indicare la modifi
cazione che subirebbe la pressione risentita dalla girante di una 
macchina centrifuga, quando, per una non proporzionata aper
tura delle luci di egresso in confronto con quelle di ingresso, 
venisse a mancare la continuità della massa liquida.

Bologna, ottobre 1925.


