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SuIIfr distribuzione delle tensioni nei sistemi elastici piani.

Nota di Giulio Supino

1. Una ricerca sulla distribuzione delle tensioni interne — del 
tutto ovvia quando, per forze assegnate, si conosca la soluzione 
elastica — diviene assai interessante non appena si vogliano affer
rare proprietà delle tensioni indipendenti dalla forma del solido 
o dalla particolare distribuzione delle forze; sono note in questo 
ordine di idee le discussioni dirette a stabilire se, nella torsione 
di un cilindro isotropo, i massimi delle tensioni tangenziali siano 
al contorno e alla minima distanza dall’ asse di torsione ().*

(*) Da queste ricerche è risultato effettivamente che i massimi della 
tensione tangenziale sono al contorno del solido. Cfr. Boussinesq: « J. de 
Math. (Liouville) », 1871, pag. 194 e seg. Filon: « London Phil. Trans. 
Roy. Soc. », voi. 193, (190G). Si conosce invece un esempio in cui i mas
simi della tensione tangenziale non sono alla minima distanza dall’asse 
di torsione. Cfr. E. Allara : « Rendiconti del Circolo mat. di Palermo », 
1922.

Nei sistemi piani tali ricerche mi sembrano di particolare 
interesse in relazione all’affermarsi di metodi sperimentali di 
indagine; perchè, localizzando i massimi della sollecitazione, si 
può restringere il campo dell’esperienza. In questa Nota dimo
strerò che tali massimi, per forze di massa nulle, sono sempre al 
contorno del solido.

2. Ricordiamo che 1’ espressione della tensione generica p, su 
un elemento lineare 8 uscente da un punto P, ha per componenti

I px — $x cos a T sen a
(1) )( p;/ = T cos a 4- sen a

dove a è 1’ angolo che la normale ad s fa con l’asse x.
Se a indica la componente di p agente normalmente ad 8 

(componente normale) si ha a — px cos a -4- py sen a; cioè

(2) a — <3X cos*  a ■+- Qy sen2 a -+- 2r sen a cos a.

Come è noto vi sono due elementi lineari, tra loro ortogonali, 
sui quali agiscono sole tensioni normali (tensioni principali); i 
loro valori si ottengono facilmente dalle (1).
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3. Consideriamo ora l’espressione della tensione media agente 
sul punto P; cioè la media dei valori assunti dalla p quando 
l’elemento lineare s, su cui la p si esercita, descrive interamente 
il fascio di centro P.

Ricordando che srl faccie opposte la tensione tangenziale ha 
senso opposto, si vede subito che la tensioni media e la tensione 
normale media hanno la stessa espressione.

Riferiamoci perciò alla (2) e cerchiamo
2rr -

8i ha immediatamente

Dalle relazioni tra tensioni e deformazioni si ha subito

= 6 (*)

4. Definiamo ora in P la media dei quadrati della tensione : p*WM 
Dalle (1) quadrando e sommando si ha :

p* = p*«. 4- p'z, == cos’ a 4- a’y cos* ß 4- t* 4-
*' 4-2r cos a sen a 4-ay).

Di qui, pónendo al solito

^JpW=p‘m,

segue sénz’ altro
(<}■■■'■ p’m = I (?*„■+■ à’y) 4-1* ; < ■

od anche

p2m — -j, -ET/ 4- (T* —-

(l) Qui E indica il modulo di elasticità, m il coefficiente; di Poisson. 
La relazione precedente è valida nei sistemi piani. Nello spàzio sarebbe

1 x .. - ME A. 'Gm -— g \3x 4^ 3y 4- Oj) e <3# 4“ 4- =» -——- Ô..

. * y 1 m — 1 K 4 * * 7
dove 6 ìndica la dilatazione cubica. In assenza di forze di massa 
6 è una funzione armonica; quindi anche Hx è armonica. Cioè: 
I massimi ed i minimi della tensione elastica media sono al contorno 
del solido,
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Le quantità (am)*  'e p*™  permettono di esprimere facilmente 
il lavoro di deformazione. È in P:

?=J H*+2(

e con facile riduzione si ha

<5) P —à I ^Wl 1 > ?I,n - !

espressione che ci servirà in seguito (*).

5. Dimostriamo ora che i massimi di p’m sono al contorno. 
Di riferiamo perciò a coordinate polari ricordando che in questo 
caso le componenti di tensione dipendono da una funzione Inar
monica F per mezzo delle relazioni :

(6)
1 d*F  IdF —AîP S/lSF^
r*  à' r dr ’ dr*  ’ T dr\r dx / 

e date due funzioni p e q è
a/ x a a 2 (dP dq\ fdd> ìq\ A(p • s = pA# 4- 4- -J Ir- 7T• I -4- 2 _ ; - ■ ; .* r r^ydxdxj \/4 r)r/

Servendosi di questa espressione si ha dalla (4)

Ao\.=

'8ar\* /8aA’ „ , 2/0t\’ /3r\’ .V- 4- 4 4- 2tAt 4--J — 4- 2 I — (7,. — a,)A-j,. \drj r2\docj ydrj

Ma si possono orientare le coordinate in modo che sia r — 0 
sicché scompare il termine r-Ar.

Occorre poi apprezzare V ultimo termine del secondo membro. 
Fissiamo perciò il punto P e — lasciando alle coordinate quel
l’orientamento che annulla in P la tensione tangenziale t — 
trasportiamone l’origine in un punto P' sufficientemente vicino 
a P. Tracciamo poi una circonferenza di centro P' che risulti 
tutta interna al solido e che abbia nel suo interno P. Le ten-

P) Nello spazio si avrebbe

P2m — g H*  -f- - (x~Xy 4~ X*yz  4- X2Zx —

Il potenziale elastico si scriverebbe
P -- J j P2m 4- (3m)2 4-1 (p2™ - 2(a»i)2) 
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sioni ar e t che si esercitano attraverso questa circonferenza 
sono funzioni continue e due volte derivabili (perchè la circon
ferenza è interna al solido e le tensioni all’ interno di questo 
soddisfano certo a tale condizione); quindi a,, e t si possono svi
luppare in serie di Fourier convergenti. Allora la F si può met
tere sotto la forma

F = pQrz 4- a±r3 cos a 4- Zqr3 sen a 4-
OO oo

4- S (anr,l+t 4- cnr") cos noe 4- 2(5„r”+24- dnrM) sen tu (*).
n=2 n—2

Ordinando per le potenze crescenti di r, il termine in r" 
diviene

rn(an_2 cos (n — 2) a + sen (n — 2) a 4- cos na 4- dn sen tu) 

(se h =■= 2 è aQ-^bQ=pQ),
Se P' è sufficientemente vicino a P il valore della (7) si ha 

considerando l’insieme ilei termini in r di ordine più basso che 
compaiono nella F e sono, in P, diversi da zero.

Vediamo di apprezzare per questi il valore di (ar —
Poniamo per semplicità

an_2 cos (n — 2) a 4- bn_2 sen (n — 2) a = Zi, cos tu 4- dn sen tu — le.

(l) Infatti posta la F in questa forma si ha dalle (6):

0, — 2po4- eos 24-2iqr sen a 4- 2 \(n 4-2 - n2)anrn4-ti(l—ri)cnrn~2 ! cos hz +
n~2

4- 2 I (11 4- 2 — n2) bnrn 4- n (1 - - n) dnrn~21 sen ?u 
n—2

<x> ,
T = 2aLr sen a — 26ir cos a 4- 2 | (n 4- l)nanrn 4- n(n — l)cnrn“2} sen not — 

n=2
— 2 I (n 4- l)ribnrn 4- n(n — l)dnrn“~21 cos ?ia 

n— 2
ed è possibile, posto r = R (raggio della circonferenza) di calcolare an 
e cn; bn e dn per mezzo dei valori dei coefficienti di cos ìia, sen na nello 
sviluppo di Fourier di ar e t. La stessa cosa si può affermare per i primi 
termini dato che, per l’equilibrio, deve essere su P:

2n ’ 2tc 2tc ' M 2k
Tzda — 0; cos a da =Jt sen a da ; Jar sen ada ----- —Jr cos a da.

0 0 0 0 0

Per .maggiori particolari confronta la prima parte del mio lavoro: Il 
problema elastico nella corona circolare e il calcolo degli archi, « Nuovo 
Cimentò », 1925, pag. 363.
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È allora:

cr,. — at = ■— 2r"-*  I H(n — l)7c 4- (n- — l)(n — 2)ä |, 
•àar = —4ii(n —l)1rw“4Ä

e quindi

(ar — Qj) àaf — Srtn~Q | n\n — 1)37? 4- n(n — l)8(n — 2)^L j.

Cerchiamo ora in modo analogo la espressione di

xy /a^y 2 ày
\dr / r*  \dx/

e sottraiamo da questa la precedente.
Si ha:

(8)
p 0 -(a”- a,)ùa‘ ! =

= (n — 1 (n — l),[n> 4- 2(n 2)f] 4- (n* 4- 4 — 5»)’ | Ä*  4-
4- 4n*(n  — 1 )’(n — 2)W 4- 8n(n — l)’(n — 2)(n - 3)L-K.

Per -r — 2 questa espressione è nulla; per n = 3 è certo posi
tiva poiché si riduce ad una somma di quadrati.

Per n > 3 scriviamo

(9)
I (n — l)(n*  — 2n — 4)Ä 4- n(n — l)(n — 2)7c j*  4-

4- 2 I (n — l)(n — 2)*Ä  4- n(n — l)(n — 2)k 4-

4- j (n —- 2)(h* 4- 4 — 5n)Ä 4- n(n — 1)(h — 2)fc j\

La (9) è certamente positiva; sviluppandola e sottraendola 
dalla (8) resta

8(n — 1) ì (h — 2) 4- 2(n — 3) | Ä».

Se si osserva che

1Fi = 4(n-l)(n-2)Är"-3,

si vede che, trascurando i termini positivi della (9), rest.

(10) . , 1 /S-,V
4-

1 (diA1 2/5t\*  1 (SHA1 ê
r’ \3<j/ "** \3r/ "t" 2 \ 3r / ’ 

con che è dimostrato che è certamente positivo in P. Ma P 
è arbitrario purché interno al solido; quindi in ogni punto interno 
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a questo è Ap%n ^0; di qui, per un uoto teorema, si ha subito che 
i massimi di cioè i massimi della media dei quadrati delle ten
sioni agenti nell9 intorno di un punto, sono al contorno.

6. Resta ancora a considerare il potenziale elastico. 
Riprendiamo perciò la (5)

(5) cp = jL I 2(7« + l)p2m — 4(am)‘ I

ed osserviamo che

È
1 /SHA,_ 1 àV 1 àV 2 /gar gjA 
r*  \ Sx / »•’ \ 8x) r*  \8x/ r* ëx/

2 /0jr\*  2 /<nAl
“ r*  \ 8x / r’ \ dx / "

Quindi
. . 1 /aaA» 1 ZaiA1 1 /sSiV
Ala») <-- + FAM + 2•

Confrontando questa con la (10), e ricordando che per la uni
cità della soluzione deve essere m > 2, si conclude subito dalla (5) 
che > 0 in ogni punto interno al solido. Quindi i massimi del 
lavoro di deformazione sono sul contorno del solido. E, se si accet
tano le ipotesi del Beltrami, si può anche concludere che la 
rottura del sistema piano, in assenza di forze di massa, ha inizio 
sul contorno del solido.

Bologna, novembre 1925.


