BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA
ITALIANA

MAURO PICONE

Sul determinante di Gram

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 1,
Vol. 5 (1926), n.2, p. 81-84.

Unione Matematica Italiana

<http:
//www.bdim.eu/item?id=BUMI_1926_1_5_2_81_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito
liberamente per motivi di ricerca e studio. Non & consentito
I'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le copie di
questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1926_1_5_2_81_0
http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1926_1_5_2_81_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione
Matematica Italiana, 1926.



PICCOLE NOTE 4 81

Sul determinante di Gram.

Nota di MAURO PICONE =

Sia 7 un dominio limitato dello spazio a » dimensioni e siano
Py(®y gy @10) yoesy Pa(@yyoy @,)y, 1 punti variabili in 7. Indichero
con T il dominio dello spazio a a+ dimensioni descritto dal
punto @ (®yy,eesy Fipyeery Luygeeny &,) al vdriare in tutti i modi pos-
sibili, ed indipendentemente I’ uno dall’altro, dei punti Py,.., P,
in T. Indicherd con dT e con 4T gli elementi dei dominii T e T

Date le funzxom reali f(P) $(P)yewsy $.(P) continue in T la
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F(P) essendo ivi mai negativa, poniamo:
frotar .. [rpg.ar
T Vs

jftblnb..dT fﬁp,.’dz'
T : T

DI
.

Sussiste il teorema: Ad ogni variazione della f(P) non negativa
in 'T corrisponde una wariazione non negativa del determinunte di
Grawm [[f(P)] e, se le funzioni ..., $, sono in T linearmente indi-
pendenti, ad ogni variazione della f(P) quasi ovunque positiva in T
corrisponde una variazione positiva di U[f(P))].

Tale teorema & conseguenza immediata della seguente rela-
zione osservata la prima volta da FISCHER (!): Se 9,(P)..., 9,.(P)
sono funzioni continue in T, 8i ha:
. dT ... Jcplap,,dT

E 2 R ECAPNG Y

(1) | e = e,
|\ jcplcpndT een (:Pn’dT i e cPI(P") See CP”(P”)
| T

Ed invero, posto nella (1), o, = V/{;, si rieava

. D) e bl P)) |
I[ j'(P)]:h-J (027010 N I I 1/ [0}

. _rl“v(n) (pl(Pﬂ) vor q)“(P")

N

Del teorema & stata data, nel n. 5 dell’ anno passato di
questo « Bollettino », una dimostrazione assai semplice dal col-
lega A. SIGNORINI, per il caso particolare n=—2, indipendente-
mente dall’ indicata relazione di Fi1SCHER.

Ma alla relazione (1) e al criterio fornito dal determinante
di GraM per l’indipendenza lineare delle funzioni ¢, ..., ¢,, facil-
mente e nello stesso tempo si perviene col seguente semplicissimo
metodo elementare che vado a ricordare, il quale — evitando, fra
1’ altro, la consueta applicazione della teoria delle forme quadra-
tiche — conviene che sia tenuto presente nell’ insegnamento, come
ho avuto occasione di rilevare nel mio corso di Istituzioni di Ana-
lisi superiore di quest’ anno,

(') Cfr. KNeser: Zur Theorie der Determinanten. [SCHwARZ: Mathe-
matische Abhaudlungen zu 8. 50 jahrigen Doktorjubilium, Berlin 1914],
pp. 177-191. '
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E intanto subito visto che: secondoché la seguente funzione
dei punti P,,.., P,

n

@i( 1) e @u(P))

‘301(1)") L. (Pn(Pn)

non & o é identicamente nulla in 7, le funzioni 9., ¢, Non

sono o sono linearmente dipendenti in 7'; ciod che: secondoché

I’ integrale '
cpl(Pl) s cpu(Pl) :

(2) I=}y |.......... ar

I‘M)‘ CPI(Pn) eoe CP,,(P,.)

€ maggiore o eguale a zero le dette funzioni non sono o sono
linearmente dipendenti in 7. Basta limitarci a far vedere che
se la @ & identicamente nunlla in 7™, le funzioni D) geeny, Py SONO
linearmente dipendenti in 7. Escluso il caso banale che tutte
le p siano identicamente nulle in 7, diciamo m(0 < m <n—1)
{’ ordine massimo dei minori del determinante ® non identica-
mente nulli in 75 cangiande ove occorra, gli indici nelle fun-
zioni @, .y 9y potremo allora fissare in 7' gli m punti Py, P, ey P
in modo che riesca

CPl(l)l) oo :Pm(Pl)

cPI(I)VH) badd CPm(Pm)

e ne segue che fra le fanzioni ¢, (P),.., ,(P) sussiste in 7' la rela-
zione lineare:

( m) ae .Pm(Pm)me+|(Pm) =0.
{ 'PI(P o :P"K P):Pm+l(P)

Se ora (b, hz’"’ h.) indica una permutazione variabile degli
indiei 1, 2,.., n, presentante % inversioni, si ha:

CPl( v Pu(Py)
I= Y e i j( U0, () ey (B) waeaas AT

T LR 9u(P)

Ma il termine. generale di- questa somma, estesa a tutte e
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. . be o ‘fversi
permutazioni (Ryyeu, k) pud anche seriversi

- P(Pr) e gl Py )
(= 17y (By) e @ralBn) oo v voeee e 4T =
e : ‘ CPI(Ph,,) aee <P’l('Ph,‘)
<PL(P1) e 0y (Py)
- j Puy(Ppy) oo OnalBa) oo arm =
Tm : @i Py) v u( P,,)
(Py) o pulPy)
= (o Py gul®P) | e e aTe
™ 1( Pu) oo @u(P,)
donde segue
] - PP, e pulPY)
'ﬁ:! I:J‘%(P’) e 9,(P) . G e e are =
T N P,.) - pul P, )
- Z(hl o j P2 PR PA] e P Po)AT =
_l(n)

= Z(hl hn) j‘o "Ph dTJ‘:‘pz cPh dT f\on(P)Ph (P)(ZT'_‘

oooooooooo

te ; JCPﬁPudT f@« arT

La dimostrazione esposta fa duuque scoprire il eriterio dato
dal determinante di GraM per l"indipendenza lineare delle fun-
zioni ¢, ey ¢, in quanto che essa, con-un caleolo del tutto spon-
taneo, dall’ integrale I che immediatamente si presenta per fornire
un criterio per quell’ indipendenza, conduce al detto determinante.

- LANDSBERG (') verifico la (1) eol procedimento inverso, partendo
cioé dal determinante di GrRAM e pervenendo all’ integrale L

*) LANDSBERG, Theorie der Blementarteiler linearer Integialjlezclmngen
' [Mathematische Annalen, 69 Band (1910}, pp. 221-265.

“Napoli, 25 gennaio 1996.




