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PICCOLE NOTE 125

Stella di ennuplo ortogonali in una varietà Vn 
a metrica qualunque.

Nota di Giuseppina Poato (Padova)

Il compianto prof. Bicei-Curbastro studiando i fasci di con
gruenze in una ha dimostrato (*)  che, se X^X^ sono i parametri 
di direzione di una congruenza Aj di un fascio F e se Ä1/1 XM/a è il 
sistema covariante reciproco dei con tro vari an te rispetto

(*) Vedi: Ricci et Levi-Civita: Méthode  ̂de Calcul différentiel absolu. 
Mathematische Annalen. Tome 54, p. 166.

alla forma quadratica
2

(1) cp = S,.sa,.s à,. dxs '

che dà il quadrato dell’elemento lineare della varietà e se X^X^ 
sono i parametri di direzione della congruenza A- ad essa orto
gonale, il sistema covariante di elementi

2
?r = ZfXf)X. I„

dove X,/r, indica la derivata covariante di X2/r rispetto ad se
condo la forma (1), non varia variando la congruenza di F, 
purché le direzioni positive di A- si intendano ottenute da quelle 
di A1 con una rotazione di 9Ò° sempre nello stesso senso. Inver
samente le P,. cambiano di segno.

Che cosa si può avere di analogo in una varietà ad n dimen
sioni con n > 2f Io trovo una risposta a questa domanda intro
ducendo la nozione di stella di ennuple ortogonali e dimostrando 
che coi parametri di direzione delle congruenze di un’ennupla 
della stella si può costruire una forma quadratica che non varia 
variando l’ennupla nella stella considerata. '

1. Definizione. Chiamo stella di ennuple ortogonali in una va- 5 
ri età, K. l’insieme di tutte le ennuple di congruenze ortogonali 
di Vn (n>2) le cui congruenze formano con quella di una ennupla 
ortogonale fissa angoli costanti. ;

Naturalmente allora se 2 è una stella di ennuple, le con
gruenze di due ennuple di S formano fra loro angoli costanti, 
o in altri termini, se Xlr), sono i parametri di direzione delle
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congruenze di due ennuplo di 2, E indice inferiore indicando le 
diverse congruenze, e se

(2) P —2,
1

è pi quadrato dell’elemento lineare di F„, le

(3) Ctji = 2». X</r = 2,. X<r> Ilj/r,
1 } 1 1

cioè i coseni degli angoli formati dalle congruenze delle due 
ennuplo considerate, sono costanti.

Dalle (3) si ha

(3') =
ed anche

(3") — 2i«^r Xi>.

è noto inoltre che
n 11 se

(4) se

2. Indicando con X</r, il derivato covariante secondo la (2 
del reciproco di XJr), i sistemi

Cpijlf = 2,.X</rfXjr>

sono n*  covarianti semplici. Fra essi passano delle relazioni 
infatti derivando le (4) secondo la (2) si trova

n n
1*1

ossia
?v7- ■+■ W' “ 0

ed in particolare
Ptt/- = 0.

3. Analogamente, posto

1
si ha

-+- 4w*  — 0

, ed iti particolare
— o.
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4. Ora per le (3") si ha

Jli/rg = ^h[rg

e quindi

= ìihk&ih&jk ¥h*l g*

(*) Potrebbe cambiare di segno, ma ciò si ovvia cambiando la dire
zione positiva di una delle due congruenze.

1
Di qui si ha

Li- ÿîjjr tyijif = Éijhhpq ^ih aM aO>aJ« VhkWpq Ir
1 1

n n n
= %hkpqVhklg a^^’a7 a>«

1 11

= S^'PhklrVhk!*)
1

perchè
n J 1 gè A =2 p ” il se k = q
^«tfc«/p = |o se Ä=t=p se fc^g.

5. Posto
brg = 2hkVh*lrVh*l ’i

1

si vede che la forma quadratica

^ = ^rsbrsdxrdxs

non cambia se si passa da un’ ennnpla ad un’ altra della stella 
di ennuple ortogonali.

6. Nei caso -r — 2 si ha
brs= 2cplt/r^Piì/«

e la forma diventa
2(^12/1 ài -n Pis/2 àz)^ :

e il nostro risultato porta che il sistema non cambia cam
biando la coppia di congruenze ortogonali scelta nella stella (/). 
Il sistema <p12/,. non è altro che il sistema considerato dal Riccr, 
che ho indicato nella prefazione con <p,. relativo al fascio di con
gruenze determinato dalla congruenza di parametri À<-) che 
gli appartiene.


