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PICCOLE NOTE

Sul teorema dello Jacobiano.

Nota di Giulio Andreoli (a Catania).

1. Ci proponiamo di dare, in questa brevissima Nota, una 
dimostrazione del ben noto teorema sulla equivalenza fra annul­
larsi dello Jacobiano ed esistenza di relazioni fra le funzioni che 
lo formano.

Tale dimostrazione è essenzialmente connessa all’interpreta­
zione dello Jacobiano quale rapporto delle estensioni (lunghezze, 
o aree, o volumi, ecc.) infinitesime, corrispondenti'si in virtù delle 
relazioni fra le yì.,.yn variabili dipendenti, e le ... , variabili
indipendenti.

La dimostrazione stessa si stacca nettamente dalle. abituali in 
quanto non richiede la preventiva conoscenza della teoria delle fun­
zioni implicite, ma quella dell’integrazione delle forme differen­
ziali lineari e delle condizioni di completa integrabilità.

Svolgeremo completamente la parte algoritmica della dimo­
strazione per il caso di n = 3: la dimostrazione resta invariata 
— come sarà chiaro — per n qualunque.

Supporremo soddisfatte tutte le condizioni dì regolarità oc­
correnti, tralasciando per il momento la parte crìtica della dimo­
strazione stessa.

2. Siano date tre funzioni . v -
y, = z/,<>i, •*»> *») — (»' — t 2, 3)

, . T >• Silz/N Ted il loro Jacobiano • = I.
Se yz risulta funzione di z/, è immediato, per note pro­

prietà dei determinanti che J=0.
Supponiamo dunque J — 0 e mostriamo che si deve avere 

y3 =
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Ricordiamo che dati tre diversi differenziali alle x, in tré 
direzioni diverse e non complanari, sarà

ày1 dy2 dy3 
81/ì

Ayx Ar/z Ay3

ài dx 2
O#2

A-Ti A.Tz

àz
§^z = 0((y))

A.Tz

Se I è identicamente nullo, sarà anche 8((y))poiché es­
sendo â, Z, A indipendenti e arbitrari 0((a?)) 4= 0.

Pertanto, se indichiamo con lo stesso simbolo d il differen­
ziale generico in una direzione arbitraria, sarà

dy3 = Aìdy1 -u A.dyt
con le A funzioni delle y.

Ora
3

#—•1 s
e quindi

2 3 3,2 ,

Ma siccome y3 è funzione di x„ .r2, x3j saranno soddisfatte 
le condizioni di integrabilità di tale ultima forma rispetto alle .r, 
avremo cioè

'dxt dxs 8, t = 1, 2, 3
che per s — i sono identicamente soddisfatte.

Queste ultime formule sviluppate dànno
■^dAvdypdy,. ^8, f = l,2,3\

%y? ^s^~— rcxtdxs ""ft èyp ?xs dxt \r,p = 1,2 / *

3. Osserviamo che i sommatori semplici sono eguali (ammessa 
l’invertibilità delle derivazioni per le y) e che nei sommatoli doppi 
si può scambiare r con p quali indici di sommazione: ricavando
così

yi fdAr 
ft w “

dJLp\ dyr dyp 
dyT)dfydxt = 0 (8, k—1,2,3; r,p=1,2).

Si ha cioè un sistema di 9 equazioni lineari omogenee nelle 
quattro incognite

?A,. dAp
con ^■■=0; P'?=-p?-
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Scelte quattro di queste equazioni, sarà possibile trovare va­
lori non nulli delle p solo se il determinante dei coefficienti è 
diverso da zero. Se per semplicità supponiamo che il Jacobiàno 
di partenza abbia caratteristica 2 (cioè 3 — 1), si può, senza ledere

la generalità, supporre che un minore non nullo sia proprio 

e con ciò verremmo a considerare le prime quattro equazioni.
Intanto il determinante D delle equazioni ora scritte è quella 

della matrice
11 d v,. di/o I

Quindi, per noti teorema d’algebra (*), sarà

P=[^’]‘+0.

Pertanto le p non possono che essere identicamente nulle e 
quindi risulta

Mr _ d_A?

il che implica la completa integrabilità aneli e rispetto alle y de Ila 
A1dyl A%dy^ cioè

dy3 ~ A1dxl —
e quindi

- N- =

4. Nel caso generale la dimostrazione è analoga. Si supponga 
—- per semplicità — che lo Jacobiano abbia caratteristica n — 1 
e si ponga, quale conseguenza del suo identico annullarsi

n~ 1 n=t n .
dyn = = S j dxs

r -1 »—1 1 s

qualunque sia ck, simbolo di differenziazione generica.
Ricordiamo che yn è funzione delle x e che quindi rispetto 

alle æ sono soddisfatte le condizioni di completa integrabilità.
Si proceda quindi come per il caso ridotto già studiato, otte­

nendosi il sistema di -P equazioni lineari omogenee ad (n — 1)* 
incognite

*=1
71 p, p — 2 - = 0 S, r “1... nâ-â/ H $x,dxt ’r, P=1 st

(*) Pascal, Determinanti. Milano, Hoepli 1924 (Teoremi di Piquet, eco.).



164 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

con
dAr dAp . ..

P’-? = ~P?ri = ° =

La matrice dei coefficienti è di ri* linee, (n — l)2 colonne, data da

Fra i minori 0) di ordine massimo, cioè di ordine (n — l)2, si 
troverà quello corrispondente ad s, t — 1,..., n - 1, il quale per il 
già citato teorema d’ algebra risulterà dato da :

]) — I Vw—1)12("“1) 
L^(^l " -- 1 I I

e quindi, per l’ipotesi fatta sulla caratteristica di J, risulterà 
diverso da zero.

Pertanto le prD dovranno essere identicamente zero e quindi 
cAr cJLp 
cy?~~dyr

il che implica 
n - 1

' dy„ = ^A,dy,. = d<&lyl...y,,_l}
1

e quindi
!/,. — - -/„->) 6. d. d.

Catania, maggio 1926.

ê W ehe tutti Ili altri minori d’ordine (n— l)2 estratti dalla
M KEÄSM àeolâkè in base allo «tesso teorema d’algebra, e ri 

EtàMMo fta MtEM — del prodotto di due minori dello Jacobi ano 
e fta MàW <(B — iHm dello Jacobi ano di n — 1 fra le y rispetta 
ad (<--=-àa Ite per lo Jaeobiano di altre (n — 1) delle y rispetto ac 
Oi — lì) M&e x.


