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PICCOLE NOTE

Sul teorema dello Jacobiano.

‘Nota di GIULIO ANDREOL1 {a Catania).

1. Ci proponiamo di dare, in gunesta brevissima Nota, una
dimostrazione del ben noto teorema sulla equivalenza fra annul-
larsi dello Jacobiano ed esistenza di relazioni fra le funzioni che
lo formano. ‘

Tale dimostrazione & essenzialmente connessa all’interpreta-
zione dello Jacobiano quale rapporto delle estensioni (lunghezze,
o aree, o volumi, eec.) infinitesime, corrispondentisi in virtn delle
relazioni fra le y,... y, variabili dipendenti, e le z,... x,, variabili
indipendenti.

La dimostrazione stessa st stacca nettamente dalle. abituali in
quanto non richiede la preventiva conoscenza della teoria delle fun-
zioni implicite, ma quella dell’ integrazione delle forme differen-
ziali lineari e delie condizioni di completa integrabilita.

Svolgeremo completamente la parte algoritmica della dimo-
strazione per il caso di n=3: la dimostrazione resta invariata
— come sara chiaro — per n qualunque.

Supporremo soddisfatte tutte le condizioni di regolaritd oc-
correnti, tralasciando per il momento la purte eritica della dimo-
strazione stessa.

2, Siano date tre funzioni A,
Yo = Y&y Oy WQ)= (R ‘ (r=1, 2, 3)
L L ally)
ed il loro Jacobiano ) =

Se y, risulta funzione di y,, ¥, @ immediato, per note pro-
prietd dei determinanti che I =0,
Supponiamo dunque I= 0 e mostnamo che si deve avere

Ve =%, 9o o
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Rwordmmo che dati tre diversi differenziali dlle x, in tré
dlrezmm diverse e non complanari, sara
dy, dy, dy, | | de, dm, d=,
I=| 3y, By, By, |:| 22, 3z, 3y, |=O(y))  Bix).
Ay, Ay, Ay, | | Ax, Awx, Ax,
Se I & identicamente nullo, sard anche 8((y)) = 0 POIC]'B €s-
sendo d, 3, A indipendenti e arbitrari O((x)) 3= 0.
Pertanto, se indichiamo con lo stesso simbolo d il difteren-
ziale generico in una direzione arbitraria, sara
dy, = A dy, + A.dy,

con le A funzioni delle y.

Ora ,
dy, = ‘:21 ?is dz,,
e quindi \
- 2y,
dy, = ZZA“’ 2 )R 2.

r=1s=

Ma siccome y, & funzione di «,, a,, x,, saranno soddisfatte
le condizioni di integrabilitd di tale ultima forma rispetto alle a,

avremo cioe
ey oy,
?ZA ZA e, r—=1, 2

o, o, s, t=1, 2, 3

che per s —¢ sono identicamente soddisfatte.
Queste ultime formule sviluppate danno

SO Sy P S OA T 1 5 P (4= 1,2,
pay? o, 0xg " 0a, 0, r-,-p‘ByP éx, pw, AT pxgpe \ryp=1,2 )

8. Osserviamo che i sommatori semplici sono egnali (ammessa
Iinvertibilitd delle derivazioni per le y) ¢ che nei sommatori doppi
si pud scambiare r con ¢ quali indici di sommazione: ricavando

cosl
04, 6Ap) 29, 2y
,Zp(@yp ay, ¢ =0 (8,t_], 273, ¥, 9=1,2).

Si ha cioé un sistema di 9 equazioni lineari omogeneé nelle
guattro incognite
E‘A 04p

o= 5 con - p.=0; po=—pp,.
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Scelte quattro di queste equazioni, sard possibile trovare va-
lori non nalli delle p solo se il determinante dei coefficienti &
diverso da zero. Se per semplicitd supponiamo che il Jacobiano
di partenza abbia carattevistica 2 (cioé 3 — 1), si pno, senza ledere
Y11 Ys)
AV AN
e con c¢io verremmo a considerare le prime quattro equazioni.

Intanto il determinante D delle equazioni ora scritte & quella
della matrice '

Ia generalita, supporre che un miriore non nullo sia proprio —=

2y, d v
y'£[ ,t=12;rp=12

P, 2,

Quindi, per noti teorema d’algebra (‘), sard

é*fjm)] &0,

ol e, 2,)

D=

Pertanto le p non possono che essere identicamente nulle e

quindi risulta
24, _ 24,

o oy

il ehe impliea la completa integrabilita anche rispetto alle y della
A, dy, + A,dy,; cioe

dy, = Al‘dxl + Aydy, = ‘d(I)(y,y,)

Ys = (I)(?/l';tz)'

e quindi

4. Nel caso generale 1a dimostrazione & analoga. Si supponga
— per semplicits — che lo Jacobiano abbia ecaratteristica n —1
e si ponga, quale consegnenza del suo identico annullarsi

n=1 n=1

= adn. =3 ] zA "’-'”«

qualunque sia d, simbolo di differenziazione generlca. :
Ricordinmo che y, & funzione delle x e che quindi rlspetto
alle 2 sono soddisfatte le condizioni di completa integrabilita.
Si proceda quindi come per il caso ridotto gia studiato, otte-
nendosi il sistema di »* equazioni lmean omogenee ad (n — 1)*
moogmte

.20 _ ' >
Pro =0 s, t=—1..n
r,pZ:t o, ox, .

(') PASCAL, Determinanti. Milano, Hoepli 1924 (Teoremi di Piquet, eco.).
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con ,
__ 04, 04s . 0 (ro—1 1
p,p—— 03/9 - ay’ L] p:p ‘—'—pPrQ P= (77 p=leat — )'
La matrice dei coefficienti & di »* linee, (n — 1)* colonne, data da
ey, 0y
[ A o — 1. _
5, o, ryo=l..n—1; s..t=1..n

Fra i minori (!) di ordine massimo, cioe di ordine (n—1 si
troverad quello corrispondente ad s t=1,..., » - 1, il quale per il
gia. citato teorema d’algebra risultera dato da:

| ey !/n_l)]"”—l)
])_L’(%’, . Xppy)

e quindi, per ipotesi fatta sulla caratteristica di oJ, risultera
diverso da zero.

Pertanto le p., dovranno essere identicamente zero ¢ quindi
cA, c¢dp
Yo 0y,

il che implic:m

[

dy, = Y, A4y, = AD.y, . Yoy
1
e quindi
Yo = @Y, oo Yusy) c. d. d
Catania, maygio 1926,

) $i osservi ehe tatti gli altri minori d’ordine (n — 1)* estratti dalla
matiics si possono edleolare in base allo stessg teorema d’algebra, e ri-
siltexanmno o potenge (v —1) del prodotto di due minori dello Jacobiano
© €ioe b pofense (@ = Hesima dello Jacobiano di n —1 fra le y rispettc
ad (®—1) fen o & per lo Jacobiano di altre (n — 1) delle y rizpetto ad
n— 1) delle .



