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PICCOLE NOTE

Le forme elementari e la teoria proiettiva delle superficiel^
Nota 2a di E. Bompiani (a Bologna). (x)

5. Significato geometrico dell’arco proiettivo delle asinto
tiche. — La forma <pf'=2fädudv assume valore nullo in ciascun^ 
punto O(u, v) per le direzioni asintotiche (du = 0, dv =• 0). Consi
deriamo ora il punto O' sull’asintotica u(dv = 0)/avente le coor
dinate u du, v e calcoliamo çp2 nel pulito 0' e per l’elemento 
lineare di una curva avente un flesso in 0 (tangente ivi all’asin
totica u). Un tale elemento è caratterizzalo da dv — 0, =
Poiché dq2 — 2'^(dudiv 4- d.vdlu) -r- 2d(py)»dudv, per l’elemento fis
sato in 0' si ha

— - dtp2 = frydu3 ~ dj«3

sicché: il cubo dell’elemento d’arco proiettivo d^s relativo all’asin
totica u nel punto O è uguale a —1|2 della variazione subita da cp2 
passando dal punto O al punto O'(u -+- du) sopra un elemento del 
2° ordine di una curva avente in O un flesso (e tangente all’asin
totica u). x

Questa interpretazione dell’arco proiettivo^sige la cono
scenza, che del resto possediamo, del significato di <p2. Ma se ne 
può dare un’interpretazione più diretta.

Consideriamo perciò ancora una curva C tangente ali’asinto
tica u in 0 (ed ivi dotata di flesso; cioè non avente in comune 
con rasintotica un elemento del 2° ordine) e sia 0' un punto di

(*) V. la Nota la al num. precedente.
(*) Nell’ultimo enunciato del n.° 4 (pag. 173) ove è scritto piano cano

nico va letto piano coniugato a quello canonico (cioè passante per la nor
male proiettiva e per la tangente coniugata di quella canonica rispetto 
alle tangenti asintotiche).
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essa; per O' conduciamo le asintotiche a tagliare quelle per 0 e 
consideriamo la maglia asintotica OO\O'O't (come al n.° 3).

Per le coordinate di O\ si ha

, r n , . 1 91og3v-r _ J• + + 3Jm ~8n~ dìt]+

r, i slogar i i/diogfrv a* log fr i i-+- X„ |dw4-g du +3ìj( gtt J*. gw,

4- U’ ^à' 4- è ß a«*] 4-1 fr.,,à' 4- [4]
Di. O.w ] D

e per 0'2

/ y \ 1
æ'2J^url 1 g ß*dw41 4- g ß*Yav?u44-

/ 3 d3r 1 „ dlogßy \

ov^t^f indica termini d’ordine >s in du e dv.
Si proiettino ora i punti 0\ e 0'2 da nna retta generica 

appoggiata alla tangente asintotica v in 0 (non passante per 0 
nè contenuta nel piano ivi tangente) sulla tangente all’asinto
tica u in 0. Le coordinate di queste proiezioni O2 sono del 

tipo n 4- ^a?„(r — 1) 2) e precisamente si ha a1 = du*, at = —-du4. 

H termine principale del birapporto O2OjO e di un quarto punto 
generico di questa retta vale appunto ^ß’ydu3 =^d1s3.

6. Invarianti di una superficie per applicabilità proiettive. 
— Consideriamo una maglia asintotica (come al n.° 3) i cui lati 
concorrenti in 0 abbiano gli elementi d’arco e d2s: questi, 
che sono definiti a meno di una radice cubica dell’unità, siano 
scelti in modo che, com’è sempre possibile, si abbia

dAs • d2s — frfdudv == ^,[2.

La variazione subita dall’elemento d’arco di asintotica u pas
sando dal lato 00'2 al lato opposto 0\0', riferita al prodotto 
degli elementi d’arco concorrenti in 0 vale (v. n.° 3)

d^d^s 11 dtdxs II,
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Da questi due invarianti (irrazionali) si formano (per pro
dotto, e per somma o differenza dei loro cubi) gli invarianti ra
zionali

2 11 li

dei quali quindi è noto il significato.
Ad un altro gruppo di invarianti (contenenti le derivate 

seconde di ß e y) arriviamo studiando le variazioni dei prece
denti variando 0 sulle asintotiche per esso. Precisamente, calco
liamo la variazione subita dall’invariante infinitesimo

d} dt* 1
d“3 ch,à

quando si passi dal punto O (e dal lato OO\> al punto O't (e al 
lato opposto della maglia O'2O'). Poiché a lati opposti della maglia 
corrisponde Io stesso du la variazione subita è misurata da

löchi , , li Schi d• * - dudv = o 7— — d.s • d2s2 d2s 3 dv 3 ßy dv 1 2

cioè, dividendo per d^.d^s,

d2 d^d^ 1 1 Schi 
d%8 • dv8 d28 3 ßy dv '

Scriveremo in modo più compatto il 1° membro, il cui signi
ficato è stato ora precisato,

d.d^*
d28 • dY8 • drs 3ßy dv '

Analogamente (e con analogo significato per il simbolo a 
1° membro)

d^d^s _ 1 1 Schz.
dY8 - dt8 - dx8 3 ßy du ’

e da questi, per addizione e sottrazióne, si hanno i- due inva 
.Hauti

laMogßy / djdj« 
ßy dudv \ 1 dyß

, did*8\ , _ .d2-~- ] dj'df2 dt8

la2logß/r / d.d.s 
ßy dudv \ 1 d^8

d\ daS\ . , j da Mi* ‘ ckzS.2 d28 }
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È bene insistere sul significato dei'simboli introdotti cioè 
delle operazioni geometriche eseguite perchè non è questo l’unico 
modo possibile di passare dagli invarianti e a nuovi 
invarianti (come Æ e IC). Si può p. es. calcolare la variazione di

quando da 0 si passi ad O\ e dall’elemento OO\ (di arco 

proiettivo all’eleménto O\O" appartenente all’asintotica O'2O' 
di ugual arco proiettivo dx8 (poiché in generale è 0'0" l’ele
mento O\O" non è il lato opposto ad 00'^ della maglia asintotica 
considerata). In questo caso bisogna differenziare 

rispetto a v (e indicheremo la caratteristica di quest’operazione 
con dj) ma con la condizione dtd^ = 0 (invece della precedente 
d2à — 0) e si ottiene

dtdtit 1 1 1 1 . .

Vft'r VJj’y

e dividendo per d^d^

1 d^s 1 1 /SH, 1 \
di8*d1s' 2 df8 3 riray

, , - , , dadìd'»8il cui 1 membro può ancora indicarsi con j—*-=—*-=- ; le due 1 di8»d18»di8{
diverse determinazioni dipendono dalla scelta dell’una o del
l’altra delle due condizioni (ambedue intrinseche) d^du= 0 oppure 
^2^ = 0 relative ai differenziali secondi.

Cerchiamo ora la variazione subita da spostandoci, lungo 

l’asintotica 4« passante per 0, da 0 ad O\: bisogna fissare (in 
modo intrinseco) l’elemento d’arco uscente da 0\ per cui si cal
cola detto invariante. Qui, a differenza del caso precedente non 
c^è che una scelta possibile. Infatti l’elemento 00\ non deter
mina il lato (appartenente all’asintotica a) per 0\ della maglia 
contigua (mentre determina quello opposto nella maglia di par
tenza); ciò corrisponde analiticamente al fatto che la posizione 
d*u = 0 non ha carattere invariante (rispetto a cambiamenti del 
parametro u). Si ha invece una scelta intrinseca del lato uscente 
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da O\ con la condizione elfesso abbia lo stesso elemento d’arco 
proiettivo del lato 00^; cioè ponendo d^d^ = d^s = 0. Allora

dxd2s 1 / 1 \ _ djs/ 1 1 aiogßÄf\
■*=Tfe=«-3Ä=-sr^H“

Wß’r / \Vß*Y W
cioè, dividendo per (dxs)2 e adottando per il primo membro nota
zione analoga a quella di prima, si ha

i 
djd^s  1 1 /schx 1 dlogßM 1 1 dlogtpj/fß’y)3 
d^d^d^~3 (ßd^ Và "3Sr5 / 3(ß2yp3 âïT

insieme all’analogo invariante ottenuto scambiando ovunque i 
dpe sistemi di asintotiche. Da questi due invarianti irrazionali 
se ne possono trovare altri razionali; p. es.

1 dx / dldi8 y / dxd2s y_ 1 ip/ d logtpjßy
2 d18\dï8»di8) yd^d^/ 9ß2y örr

e l’analogo; e da questi per somma e differenze si hanno i due 
invarianti (nella notazione di Cech)

ö aiog^,/3r tp/aiog^/ßy
ß2y du ßy2 dv

ft, — Id 8l°gOr _ ch? aiog^/ßr
ß2/. SrL ßy2 dv

Si sono co-1 ottenuti, con procedimenti geometrici evidenti, 
a partire dagli archi proiettivi di asintotiche, tutti gli invarianti 
fondamentali di una superficie per applicabilità proiettive (l).

7. Invarianti delle curve tracciate sopra una superficie. — 
Passiamo ora alla ricerca degli invarianti per a. p. di una curva C 
della superfìcie.

Invarianti del 1° ordine sono p. es. à2 — 2ß/d-rdv o le 
due forme elementari (infinitesimi) e (dxs/d2s)8 (finito) ove s’in
tende che da, dv sono relativi alla tangente a C in un suo punto 
generico 0.

La definizione di un invariante del 2° ordine (o di curvatura) 
equivale alla scelta di un modo intrinseco (per a. p.) di definire 
i differenziali secóndi. Un primo modo (che si presenta subito per

(9 Cfr. la Geometrìa Proiettiva Differenziale di G. Fubini ed E. Cech 
(Zanichelli, Bologna 1926), Cap. VI.
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analogia con la geometria Riemanniana) è di definire la curvati! 
servendosi dei differenziali controvarianti rispetto alla forma qu; 
dratica ma non è P unico, nè, per Pinterpretazione proiettiv 
il più semplice.

Infatti nel caso attuale, a differenza di quello classico citât 
la forma non basta più a definire la nostra geometria; bastai 
invece p. es. le due forme elementari e Poiché dunque 
hanno qui due forme essenziali appare più naturale e giustifica 
procedere in modo che tutt’e due entrino nella definizione de 
Pinvariante cercato.

E allora si può procedere così: si assumano su 0 due are 
(infinitesimi) 00' ed 0'0" con la condizione che una delle forn 
elementari, o una loro funzione, assuma su di essi lo stesso valoi 
La variazione subi ta dalPaltra forma, o da un’altra funzione del 

^dne, nel passaggio da 00' ad O'O" è un invariante di curvatili 
(infinitesimo, di cui si passa subito ad uno finito). Se p. es. 0 
ed 0'0" hanno lo stesso ds per la derivata del lo g (d^/dj#) su 
si trova

d , 2/. à , dv\ dufrv — dvtfu
— log-^- —ö -----:-----------------------------ds & dAs 3\T1 ds Y2 ds/ • ‘ ds3

che è effettivamente un invariante del 2° ordine relativo a 0 (05 
le Z2 indicano differenziali controvarianti relativi a cp2).


