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PICCOLE NOTE 61

Postilla sulF equazione di Laplace.

Nota di E. Bompiani (a Bologna).

Le due Note precedenti (*) mi dànno occasione di richiamare 
alcuni miei risaltati recenti (2) fra i quali trovasi V interpreta
zione geometrica delle forme associate alb equazione di Laplace.

(1) xur 4- axu 4- bxv 4- ex = 0.

1. Chiamo così le forme (2) hdudv, kdudv invarianti per tra
sformazioni del tipo x = X(u, v)x\ u ~ tp(u') v = y(v'), essendo h e k 
i soliti invarianti (relativi) di Darboux.

È importante osservare che: Le forme (2) determinano comple
tamente la (1) di cui forniscono una rappresentazione invariante ),

Se P è un punto (di coordinate i = 1,,.., n 4- I con n arbi
trario) di una superficie 0 integrale della (1), e P1 (xv 4- ax) è il 
corrispondente sulla trasformata di Laplace 01 di 0 la retta 
PP1 tocca in P1 una linea u (dv = 0) di 01 il cui piano oscula
tore in P1 è il pianò ~ tangente in P a 0. Sia T1 una linea di 
questo piano osculatrice in P1 alla u (e del resto arbitraria) e t 
una tangente in P a 0 (definita da du/dv). Sia r una retta di tz 
per P1, che faremo poi variare tendendo alla PXP, e sia M un

(0 A. Terracini: Un’osservazione sugli invarianti di un’equazione 
di Laplace ; Gr. Fubini ; Una osservazione a proposito della nota prece
dente •, in questo numero del Bollettino.

(2) E. Bompiani : Ricerche analitiche e geometriche sull7 equazione di 
Laplace (Rend. Lincei, 2 gennaio 1927); Sulla geometria dell7 equazione 
di Laplace (ibid., 6 febbraio 1927); le citerò con I e II.

(3) L’invarianza delle (2), se pure non esplicitamente rilevata, si trova 
in Darboux (Th. des surfaces, t. II, cap. II) e, per un sistema coniugato 
appartenente ad una superficie di $3, s’incontra in Fubini (Geom. proietti 
differt. I, p. 104}. Ma ciò che realmente importa è V equivalenza fra (1) 
e (2) perche queste forniscono un modello invariante della (1) che è invece 
alterata dàlie trasformazioni dette.

Se si scambiano fra loro le due forme si passa dalla (1) alla sua 
aggiunta e così riesce chiara l’equivalenza dei problemi d’integrazione 
di queste due equazioni.
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punto in cui r incontra T1 prossimo a P1 (cioè tendente a P1 
quando r P1P).

fi birapporto dei punti d’ intersezione di r con le tangenti coniu
gate in P e con t e di M ha per termine principale, quando

r — P*!*, hdudv (*).

Poiché I hdudv.si ricava in modo analogo si ha « un nuovo 

significato dell invariante assoluto h/x- e una nuova dimostra
zione del teorema di Koenigs » (I, 2).

2. Dall’ equivalenza della (1) con la coppia di forme asso
ciate ho dedotto (I, n. 5), quasi senza calcoli, le forme canoniche 
delle (1) che ammettono trasformazioni infinitesime in sè: per 
avere un’ idea della semplificazione apportata il lettore che ne 
abbia interesse può confrontare questa deduzione con quella ori
ginale del Lie (Werke, Bd. Ill, p. 492).

3. Il problema più interessante, una Volta in possesso delle 
forme associate, era di studiarne le estremali : delle quali ho dimo
strato che (I, n. 3) formano un sistema planare o 2-assiale (i piani 
osculatori ad esse in un punto P tagliano secondo rette un 
piano per P); ne ho data una costruzione geometrica (II, 3-5) 
affatto indipendente dal problema di variazione, servendomi delle 
coniche di Koenigs; e me ne son servito per assegnare un rife
rimento invariante normale (piramide fondamentale e punto unità) 
entro lo 2-osculatore (cioè contenente l’intorno del 2° ordine) 
in P a <D (II, 6, 7).

Gli sviluppi necessari ed altri risultati ho esposto nel mio 
corso di Geometria Superiore, a cominciare dal dicembre 1926; 
essi troveranno posto in un lavoro più ampio (II, 1).

4. Un altro risultato, pure esposto in quel corso, si riferisce 
alla geometria proiettivo-differenziale di una superficie a nello 
spazio ordinario 8S.

(*) Può forse sorprendere che in- quest’ enunciato figurino la curva T1 
in gran parte arbitraria e la tangente du/dv, che non figurano nella 
costruzione del Terracini: ciò ha lo scopo di definire esattamente il 
procedimento di passaggio al limite che porta ad hdudv e di mettere in 
chiaro la dipendenza del valore di questa forma dalla tangente du/dv. 
Un enunciato àppareiitezpente più semplice ma meno corretto si otter
rebbe servendosi di punti « infinitamente vicini ».



PICCOLE NOTE 63

Se si rappresentano le due conguenze di tangenti asintotiche 
di a sulla quadrica di 85 immagine delle rette di $3 si hanno due 
superficie come O e (con un doppio sistema coniugato, una 
trf. di Laplace dell7altra), in altri termini, e senza uscire da 83, 
le coordinate pìiickeriane di quei sistemi di rette soddisfano a 
due equazioni di Laplace, ciascuna trf. dell’altra.

Precisamente se le x* dei punti di a soddisfano il sistema

( xuu -F- a xu 4- b xv e x — 0
l xvv -+- a'xu -+- b’xv 4- c'x — 0

le coordinate pik = xixku — xkx\t e le qik = xixkv — xkxiu soddisfano
a due equazioni aventi in comune la forma associata a'bdudv.

La forma associata comune a queste due equazioni è la forma 
quadratica normale di Fubini ßydudv, invariante per applicabilità 
proiettive. Questo modo di giungervi, affatto indipendente da 
preventive normalizzazioni delle coordinate di a e che nello 
stesso tempo ne dà un significato geometrico, è certo il più sem
plice che fino ad oggi si conosca.

Le due altre forme associate, pure invarianti per applicabi- 
/ ds log 8\ / d* log y \lità proiettiva, sono ßv —^—-ìdudv e 8?+ —-—-\dudv,F ’ V ‘ dudv / V1 dudv )


