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Sulle funzioni omogenee.

Nota di Mi neo Chini (a Firenze).

Sulle filiazioni omogenee proponiamoci la seguente questione:
Quali funzioni di una o più funzioni omogenee sono ancora omo

genee nelle variabili di queste
Per esempio, il prodotto di due o più funzioni omogenee è 

ancora una funzione omogenea, mentre la loro somma, se i gradi 
di omogeneità sonò differenti, non lo è più.

Considerando dapprima il caso in cui sia data una sola fun
zione omogenea #„), osservisi che, se il grado di omo
geneità è zero, qualsivoglia funzione di u sarà pure omogenea di 
grado zero, perchè u dovrà colftenere soltanto i rapporti tra n — 1 
variabili e la rimanente.

Supposto diverso da zero il grado p di omogeneità della u^ 
osserviamo allora che la funzione

J (u) “ ^'21'", •'**„)

sarà omogenea di grado k quando, per ogni sistema di valori 
delle variabili

'^'z , «T,|, I)

si abbia identicamente:

--- Pcp(#q, *^2 ?•••? ^n)*

Ma essendo:

u[t>Xy^ — l U{$d A'i,),

la precedente condizione equivale al Naîtra:

ir
f^Pu)==tkf(u) = (tP)pfiu),

la quale deve essere soddisfatta per tutti i possibili valori che 
assume u, e qualunque sia t. Il che significa che la funzione

/w

della variabile u deve essere omogenea (di grado b = k/p), Quindi
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deve aversi : *
f(u} — aub,

con a costante arbitraria P).
Dunque: lì1 unico simbolo di funzione che operando sopra una 

funzione omogenea, di grado differente da zero, la conserva omogenea, 
è V elevazione a potenza (oltre la moltiplicazione per un fattore 
costante).

Passando ora al caso generale, cioè quello in cui le funzioni 
assegnate siano m, supporremo chele variabili che figurano com
plessivamente in esse (potendo in qualche funzione esservene solo 
una parte) siano &’«; e quindi considereremo le rn fun
zioni omogenee:

ufxxì #2,..., #M), U2(x1. U,fx J, X2Xn),

Anche questa volta, se le u sono tutte di grado zero, qual
sivoglia funzione delle u sarà pure omogenea di grado zero.

Se poi le u hanno tutte lo stesso grado p di omogeneità, diverso 
da zero, affinchè una funzione

j ('^1, ^m)—

sia omogenea di grado k nelle variabili xn xn, sarà neces
sario e sufficiente che, per ogni sistema di valori delle variabili

Xl, #3,..., k,

si abbia:
wm).

11 che significa che la funzione

/Or, Wjr’î «J ‘

delle m variabili è omogenea, di grado Zr/p, rispetto
a queste.

Dunque: Soltanto le funzioni omogenee di date Junzioni omo
genee, aventi lo stesso grado (non nullo) di omogeneità, restano omogenee 
anche rispetto alle variabili di queste date funzioni,

(9 Una funzione della sola variabile n, che sia omogenea di grado b, 
è necessariamente della forma

f{x) = axP^

con a costante arbitraria, come è facile riconoscere.
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Supposto poi che i gradi di omogeneità p2,..., pm non 
siano tutti uguali tra loro, e nessuno sia nullo, osserveremo che 
le funzioni

1 _L J_

= Vm =W,„?™

sono omogenee di primo grado nelle variabili a?n Perciò
ogni funzione omogenea nelle v — che sarà una funzione delle u 
non sempre omogenea rispetto a queste — risulterà funzione 
omogenea nelle variabili x^, M2,..., a?n, per quanto fu visto innanzi. 
Ed. ora proveremo che nessun’ altra funzione delle u potrà risultare 
funzione omogenea delle aq, n2,..., xn.

Infatti la funzione

f{ux, A2,..., um}==<p(x,, aqa?tl)

sarà omogenea (di grado le) nelle variabili aq, aqa?„ solo quando 
risulti soddisfatta la condizione di Eulero :

V 7> , xr r1- — '
daq

Ma essendo :

ne ri (caviamo :

dq __  'vi df du,■
à',. etq ’

Possiamo dunque dire che la funzione risultante <p(aq, aq,..., a?„) 
sarà ancora omogenea solo quando si scelga per /(rq, u2,..., rt„,) 
una funzione che soddisfi all’equazione a derivate parziali :

U =

Ma se in questa assumiamo come nuove variabili le altre :
1 1 _£ ' ■

1’1 = «!% ®2=WSP%-, =

essa diventa:

E quest’ultima ci dice che ogni suo integrale è una funzione 
omogenea (di grado le) nelle variabili tq, r2,..., Perciò ogni 
integrale

y(îtj, um)
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dell’equazione (1/ è una funzione omogenea delle quantità ,

L .L — 
uf^ u2 unf™.

Dopo ciò, possiamo concludere:
Se un Uz,..., Um sono funzioni omogenee nelle variabili xx, x2,..., X 

le sole funzioni delle u che risultano ancora omogenee nelle dette va
riabili sono le funzioni omogenee delle quantità

2 1 i

dove pj, p2,..., pm indicano i gradi di omogeneità delle date funzioni, 
supposti differenti da zero e non tutti uguali tra loro.

Il caso più generale è quello in cui tra le funzioni omogenee 
uly u2r.., um ve ne siano alcune — ma non tutte — di grado 
nullo; e siano queste ux, u2r..,

Allora la condizione (1) a cui deve soddisfare ogni funzione

/(Wj, u2,..., «„»)

per risultare omogenea (di grado k) nelle variabili .r2xn si 
riduce all’altra:

òf A/
(2) p«-^. + .... + ?A. g— = V-

Se conserviamo le variabili u{ e in luogo delle rima
nenti poniamo le altre:

i 1 i

®>4-l = Wi4.lPZ*i, = Vm=UmPm,

la precedente condizione diventa:

E questa ci dice che, riguardando come costanti le variabili 
ux, u2,..., 'W'i, la funzione / si riduce ad essere omogenea, di,grado k, 
nelle quantità:

Perciò dovremo avere :

(7, 7?. V ,
vwt vm
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dove 4» è simbolo di funzione arbitraria delle quantità: 

al che, del resto, si perviene subito integrando l’equazione a deri
vate parziali (2) — che è lineare del primo ordine — con l’uso 
del sistema ausiliario di equazioni differenziali.

In z particolare, potremo prendere per f il prodotto di una 
funzione arbitraria delle variabili u2 u,- per una qualsivoglia 
funzione omogenea (di grado k) delle variabili

cioè:
/(« 1, «m) = C»(«l, w»,-, «i)F(vi+1, vm) ,

dove 0 è simbolo di funzione arbitraria e F di funzione omogenea.
Oppure potremo prendere:

/(«!,w2,..wTO) = »M'*<>(«!,..., + vm)

purché il grado di omogeneità di F rispetto alle v sia /<■.
Naturalmente, se tra le w, soltanto la um avesse un grado p 

di omogeneità diverso da zero, l’espressione generale (3) della 
funzione / diventerebbe:

/(Uj, =
essendo :

i

»... —

e G simbolo di funzione arbitraria.
Per esempio, se w2, sono tre funzioni omogenee nelle 

variabili a?2,..., coi gradi di omogeneità 0, 1, 2, rispettiva
mente, tutte le funzioni di. u,, u2, 143 che sono ancora omogenee 
nelle suddette variabili hanno la seguente espressione:

r /
/(«!, Wj, «,) = «,«$(«!, -î

\ V «3

dove & indica il grado di omogeneità — da stabilirsi ad arbitrio — 
della funzione risultante e 0 una funzione arbitraria delle quan-

w2 
tità u. e ~7=.

V«3

F itene e, 19 febbraio 1927.


