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Spazi subordinati: equazioni di Gauss e Codazzi.

Nota di ENEa BorroLoTTI (a Bologna)

Voglio qui indicare una forma particolarmente semplice che
puod darsi alle equazioni di GAUSS e CODAZZI per una v, in V.
(metriea), e che non mi risulta sia finora stata notata.

Mi valgo di una nozione introdotta da R. LAGRANGE (1), della
quale questi pure si vale per lo studio di una V¥, in V,: la
nozione di differenziazione tensoriale di un temsore che dipenda da
due (o pin) serie di variabili.

Sia ad es. &,’i'; un tensore, le cui componenti siano funzioni
sia delle n variabili a* (i, », 8, ¢, w =1, 2,..., n), che delle m varia-
bili y* (A, py g5 Tyw=1, 2,...,m), Supponiamo che pei tensori, fun-
zioni delle %, si sia introdotto un caleolo differenziale assoluto
(lineare), ponendo ad es.:

aXi =dXi+ I‘ o X da,
(1) _ .
iX,=dX,— T} X,d0;
e pei tensori, funzioni delle yA, analogamente si sia posto

S JYA-:.le+yp)‘tYp ay*
(2) o " .
[ Y, = a¥, — v, X,dy,
ove I‘”, ;; sono 2n* funzioni arbitrarie delle «, e yp);, ‘{;w sono
2m* funzioni arbitrarie delie y2 (*). Ebbene: se pomamo, secondo
LAGRANGE ‘

(3) dgm_dg,} +Pts§ dx’ — I‘wg;;dwwyt Endy" -yx Eilay",
i i}

il secondo membro 8i comporta come un tensore, e precisamente,

P . . . . :
come Ei;’ per ogni trasformazione eseguita, sia sulle a, che

sulle y)‘: lo prenderemo come differenziale tensoriale di &::f. Risulta

(1) V. ad es. Laagraner, Caleul différentiel absolu (Paris, Gauthier-
Villars, 1926), p. 10. :

(*) soggette soltanto a trasformursx in un mutamento delle variabili,
secondo certe formule, che genemhzzano quelle di CHRISTOFFEL. (Ved.
ScHOUTEN, Der Ricci-Kalkiil, Berlin, Springer, 1924, p. 65).
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ovvia I’ estensxone al caso di un qualunque tensore dlpendente
dalle z° e dalle y '

Se suppomamo che sia m=mn, ¢ che le «' siano funzioni
invertibili delle y » potremo ricavare dalla (3) la derivata cova-

riante di & i Sia rispetto ad a, che rispetto ad y*: posto

ox’t ; A
Lo 0 A
=6 Y o,

(4) ayl Al o - "

abbiamo
m
s rogh
(5) ) VSEM aws Pts E — P’w &tl + Y‘:!.!.E 16!-" - Y)Lp, E" es :
e analogamente
re
» rp A "t rpns "% 1 P,
) _ Vil = T+ Py €y — T isEex0 + o€ — YApEn ;
essendo naturalmente
pai rp 10,8
vl = V.Enlh, e V,E) = vESH,

Se invece &, ad es., m <n, e le 2’ sono funzioni (non inver-
tibili) delle y*, soltanto le (6) hanno un senso.

Cid posto: siano le 2° coordinate curvilinee in V,,, le y*, coor-
dinate in una V,, immersa in V,. Avremo, lungo V., o' = a' (y);

ox i
poniamo ancora @I_—_O Limitiamoci per semplicitd (per quanto

¢io non sia essenziale) al caso di due wvarieta riemanniane: si ha
allora '

(N T =T, =

ove i simboli di CHRISTOFFEL contrassegnati con gli indici a, b,
gi intendone calcolati in ¥V, e in Vm, rispettivamente. Allom

detti le. {secondo BoMPIANI) i coefficienti del tensore di curva- ‘
tura della V, in 7, abbiamno semplicemente

®) V.0 = %’

ove la derivata covariante Y §’ intende calcolata nel modo in-
die=*o poco sopra (secondo LAGRANGE).
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Le equazioni di GAuss e CopazzIl per la Vo in V, sono le
condizioni di integrabilitd delle (8), e si vede agevolmente che
esse 8i scrivono ‘

o U r
(9) Vlgp -V Qlw - Rstu 1 ke + Rplw ev’
b v :
ove Rsm y B, sono i tensori di RIEMANN-CHRISTOFFEL di v,
edi V,. :

Quest’ nnico gruppo di equazioni (9), ove al solito y, va

calcolato al modo di LAGRANGE per Q M riassume le equazioni
di GAUss e CopAzzi. Per ricavare queste ultime, nella forma
usuale, dalle (9), non v’ & che seguire un procedimento analogo
a quello che segue, in analoghe circostanze, nel caso molto par-
ticolare di una V, in R, euckideo, il Bi1aANCHI1 nella sua Geo-
metria differenziale (vol. 1, pag. 172). Siano a,,, by, i tensori fon-
sori fondamentali di V, e d1 Vm. B noto che si puo sempre porre

n—m j

j
Q" = .‘1.1, wy, X", ove le wlv sono le forme fondamentali (del

2° grado) della V, rispetto ad #—m normali, due a due ortogo-

J

gonali, X” (j==1, 2., n—m) di V,, in V,. Cid posto: dalle (9)
moltiplicando per a,, Gi (¢ sommando rispetto ad r, s) otteniamo
le equazioni di GAUSss generalizzate

. VAR | i 1t ., s
(10, 203 Gy Gy ) = R 0,0, 010, — B3

. 3 . i .

moltiplicando invece per a,.X* e sommando, abbiamo, posto

gl i jt
(11) a,.ﬁ‘uX*VqX" = ’Up' ,

le equazioni generalizzate di Copazzi, (nella forma ordinaria, non

del tutto soddisfacente, perché contiene degli elementl estranei,
3

le v,, che sono anche soggette .a certe condizioni dlﬁ'erenzmlx),

i

. 1 i g « ¢ uld
12) Gy, — Vg3 (03,0, — 0, 0,) = By 670,60 X (3.

(1) Ved. ad es. ScHOUTEN: Der Ricci-Kalkil, Berlin, Springer 1924,

pp. 198-200; oppure EiskNHART: Riemannian Geometry, Princeton, 1926
p. 162. :
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Forma in qualche modo analoga alle (9) hannpo certe rela-

zioni ricavate sia dal LAGRANGE stesso (!), sia dal WEYL (*): ma

i sistemi di riferimento di V,. e V, ivi si suppongono collegati

in mode particolare, mentre quni essi sono del tutto indipendenti

Puno dall’altro: le (9) essendo covarianti per ogni trasformazione
di coordinate sia in V¥, che in V.

Se V,e V, sono, pix‘l in generale, varieta a connessione me-
b a b

eee 7 eV . . .

em s Rpmv; Sst’, 85, De sono i tensori di

curvatura e di torsione (secondo CARTAN), le condizioni d’inte-

grabilita delle (8) sono:

trica qualunque, ed R

" b ' b
1) v,Q." —v,Q; = R 60010% 4 Ry O + 287 QT

st. B A ®

Si noti in particolare che in queste equazioni non figurano

. bar
le componenti S:;t" del tensore di torsione della varietd ambiente.

() LacraNGE: L c., p. 85.
() WeYL: Zur Infinitesimalgeometrie: p dimensionale Fliche im n di-
mensionalen Raum (Math. Zeitschrift, Bd. 12, 1922, pp. 154-160) p. 158.



