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SUNTI DI LAVORI ESTERI

Recensioni delle note di Analisi pubblicate nei « Comptes Rendus »,
T. 182 (1° semestre 1926). /

M. GeVREY (« Comptes Rendus », T. 182, pag. 36).

Considera una equazione alle derivate parziali d’ ordine qua-
lunque a caratteristiche immaginarie decomponibili; ¢ mostra che
si pud trattare i problemi al contormo relativi a queste equazioni

“senza 1’ ausilio della funzione di GREEN (') ed applica a - degli

esempi importanti.

M. MANDELBROJT (1bid., pag. 38).
Continua i suoi lavori sulle serie che ammettono delle lacune
nei suoi termini (), e da delle generalizzazioni dei suoi teoremi.

E. F. ConuingwooD (Ihid., pag. 40).
Dimostra un recente risultato oftenuto da Vavriron sulla di-

stribuzione dei valori d una funzione intera (3. per mezzo dei
suoi risultati sui valori eccezionali delle funzioni intere d ordine

finito.

J. WorLFr (Ibid., pagg. 42-918).
Essendo f(z) una funzione olomorfa per z/ <1 e di modulo < 1,
forma la successione :
fi =1z, ful&) = fif,—i(2), ...

che dimostra convergente per tutti i valori di [#|<T1.
Nella seconda nota toglie la condizione di continuita di f{z)

per z—=1.
1 C. R, T. 177 (1923), pag. 571.
() C. B., T. 176 (1923), pagg. 728978, « Annales Ecol. Normales », T. 40

(1928), pag. 431.
(3) « Acta Math. », B. 47.
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J. Kawp¥ pE Ferier (1bid., pag. 113

Da una interessante  proprietd sulla uniformizzazione delle
funzioni della forma Flx)= Xf(n)x™ ove fiz) & il prodotto d una
funzione razionale per una funzione intiera.

L. NikriBorc (1bid., pag. 110).

- Continua i suoi lavori sulle funzioni iperarmoniche (%), in
particolare considera il caso ove queste funzioni sono iperarmoniche
in una corona ipersferica. '

J. F. Rrrr (Ibid., pag. 201).

Ricerca delle funzioni meromorfe fiz) tali che fiz 4+ m) o flmz)
{m costante), sia una funzione algebrica di fiz).

G. VaLiroN (Ibid., pag. 202).

Da una estensione del teorema recente di P. Livy sulle fun-
zioni intiere; cioe sul rapporto ¢(z) tra il termine massimo di una
funzione intiera ed il modulo massimo per i valori z del module
della variabile (?); di interessanti delucidazioni e completamenti
al teorema.

A. DenJoy (Ilbid., pag. 235).

Da una dimostrazione molto elementare del teorema di WoLFF(3).

D. MorpoukHAY-BoLTrovskoy (Ibid., pag. 254

Tratta la generalizzazione d’ un teorema di BISENSTEIN indi-
cato da TCHEBYCHEFF (%).

R. Llagraxer (Ibid., pag. 260).
Utilizza il calcolo tensoriale per la ricerca di tutte le rappre-

sentazioni conformi tali che f indicando una funzione p-armonica
su una varietd, of sia p-armonica sulla varietha trasformata.

ManpeLsroJr (Ibid., pag. 305).

Mostra il legame che esiste tra la teoria delle funzioni anali-
tiche ed i numeri trascendenti appoggiandosi ad un suo teorema (®..

. R., T. 180, pag. 1008.
. k., T. 181, pag. 1048.
. R., T. 182, pag. 42.

C. R., T. 178, pag. 1250.
C. R., T. 178, pag. 985.

[SNeNe]



200 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

N. OBrrcHkOFF (Ibid., pag. 301).

Mediante il classico metodo di BorREL per lo sviluppo di
1:1 — x, indica un metodo che generalizza quellc 1li CESARO che
permette di prolungare una funzione analitica al ai 14 del cerchio
di convergenza.

A Brocu (Ibid., pag. 367). _
Completa alcuni risultati snlle funzioni intiere ¢ meromorfe
pubblicati is una nota recente (%).

K. Pororr (1bid.. pag. 369).

Considera le serie di TAYLOR rappresentanti attorno I'origine
I'insieme delle funzioni regolari all’co ed aventi a distanza finita
un numero finito di punti singolari essenziali (x—=1 per esempio)
e fa cosi delle applicazioni sulle lacune dei termini delle serie.

R. FukTeR (lbid., pag. 432).

Tratta dei gruppi impropriamente discontinui e costruisce
delle serie di funzioni d’un quaternione ridotto. analoghe alle serie
di POINCARE.

M. PerrovircH (Ibid., pag.b435).
Siano f,(z) delle funzioni la cui parte reale come quella della
serie '
Zf"(zn)zln
siano sviluppabili in serie trigonometriche, sia u(f) la sua parte reale:

le funzioni .
2n 21

J u(t) cos xtdt, Yju,(t') sen xtdt
0 0

sono intere, di genere uno, annullantesi per tutti i numeri primi
e differenti da zero per tutti i numeri composti.

N. SaLrykow (1bid., pag. 510

Da 1’ integrale generale delle caratieristiche d’ una equazione
alle derivate parziali del 1° ordine, risultato non ottenuto da,
S. LiE.

() €. R, T. 179 (1924), p. 954.
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P, Livy (Ibid.. pag. H11).

Indica come si pud concepire una seala composta i crescenza
per e funzioni continue d'una variabile. ed un procedimento per
stabilire una scala di crescenza regolare, :

MaxneLBROIT (Thid.. pag. 437).

Tratta della determinazione effettiva dei punti singolari " una
funzione analitica data mediante il suo sviluppo in serie di potenze,

B. Hostinsky (1hid.. pag. H08).

Tratta delle trasformazioni delle expressioni differenziali dipen-
denti da noquamtitic ¢ dalle loro devivate prime per rapporto ad
una variabile ausiliavia, o considera i relativi covarianti.

A. Kovaxko ofhid.. pag. H611.
Appogeinndosi su un teorema di Ecororr. indica una condi-
ppogy
zione necessaria e sufficiente per Nintegrazione nel senso  di
LEpesGre e Diexgoy delle funzioni sommabili c¢he convergono
-
verso dei limiti finiti.

L. ToxkLL Cdbid. pag. 838,

Mostra un esempio. dovuto a Vitani. ehe ¢ in contraddizione
col risultato di Kovaxxo.

GooJunia abid. pag. H5H6).

Studia il campo d” existenza d"una funzione implicita yor) defi-
nita dalla relazione oo yr=—0 ove (¢ una funzione intera di
aood oy,

H. Knreps ([bid.. pag. H5d8.

Da qualche trasformazione delle oquazioni alle devivate pae-
ziali simile a quella data da Kouxias della trasformazione di
MorvrTarp.

H. Miunovx (lbid.. pag. 559).

Recentemente ha stabilito alcune proprieti gencrali delte fun-
zioni meromorfe (}; porta qui qualche precisione nunova a queste
proprieti,

(1) « Bolletin, Soe. Math. », 53 (14925). pag. 181,
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N. KrvroFr (Ihid., pag. 676).

Tratta d’ un metodo " d’ integrazione approssimata contenente
come caso particolare i metodi di W. Rrrz ed anche quello dei
minimi quadrati.

L. ToxeLLI (1bid.. pag. 678).

A proposito di alcune note di A. Rousser fa osservare che
egli aveva gih utilizzato nel calcolo delle variazioni il metodo dato
posteriormente da Roussen (!).

HapaMarD (1bid., pag. 838).

Fa una osservazione analoga riguardando i suoi lavori e fa
notare che 1" origine del metodo & dovuta a WEIERSTRASS:

M. GevreY (1bid., pag. 7564).

Continua i suoi lavori sulle equazioni alle derivate parziali,
e ricerca le proprieta analitiche delle soluzioni di queste equa-
zioni del tipo ellittico e parabolico ad una variabile.

L. Favarp (laid.. pag. 757

Espone qualche considerazione sulle funzioni armoniche quasi
periodiche di due variabili e tre variabili e fa qualche applicazione.

P. Aprrun (Ibid., pag. 817:.

Da qualche formula interessante relativa alla costante di’
EULERo.

W. SAXER (Ilbid.. pag. 820).

Per mezzo dei metodi di NEVANLINNA semplifica la dimostra-
zione dei teoremi generali che ha dato nella sua tesi e li estende
ai valori eccezionali delle derivate successive delle funzioni mero-
morfe. '

J. Karamara (1bid.. pag. 833.

Considera le espressioni

(1) C. R. T. 180 (1925), pagg. 490, 1387;°T. 181 (1925) pag. 486.
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- ove f & una funzione continua in (a, b) con & < «,, <Cbh. ¢ riattacca
la ricerca del lim 4 ,(f) ad un integrale di STIELTIES.

N =—+ 00

P. Livy (1bid., pag. 835).
Da la condizione necessaria e sufficiente perché una serie
divergente con somme successive limitate sia sommabile.

M. BierNacK1 (Ibid., pag. 916).

DENJoY aveva indicato come verosimile la proposizione se-
guente: una funzione intera d’ordine finito 5 ha 25 valori asintotici
finiti al pit: 'A. stabilisce questo teorema nel caso che i cammini
di determinazione tendano a confondersi con i raggi vettori.

M. CarRTaAN (Ilid.. pag. 956).

A. BuHL ha sviluppato un procedimento d'integrazione delle
equazioni di MAURER per la teoria dei gruppi continui. I'A. mostra
che il metodo si applica ad una classe d’equazioni pilt generali.

G. 1. REdocnpos (Ihid.. pag. 958,

Tratta dei cammini di determinazione e valori asintotici delle
funzioni algebroidi, estendendo cosl 1' importante nozione di cam-
mini di determinazione e dei valori asintotici delle funzioni uni-
formi nella vicinanza dell’ oo,

F. P. BessoNorr (Ihid.. pag. 1011).

Estende alle funzioni di una variabile complessa la teorvia
della quasi periodicith di BoREL e di il seguente teorema :

Ogni funzione intera yuasi periodica si riduce ad una costante,
Se una serie convergente di funzioni ellittiche rappresenta una
funzione meromorfa, questa funzione & guasi periodica.

J. SER (4bid., pag. 1075).

Indica un procedimento elementare per il prolungamento della
funzione {(s) di RIEMANN.

I. FAvaRrD (1bid., pag. 1122).

Studia i sistemi di equazioni differenziali lineari a coefficienti
quasi periodici e fa un esempio dalla‘teoria delle perturbazioni.
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E. Gav (lbid., pag. 1124).

Generalizzando una proporzione precedentemente stabilita (1)
mostra che un sistema in involuzione formato da una equazione
&’ ordine qualunque e & una equazione del secondo ordine pud
essere ricondotto in nma infinith di moedi ad una equazione del
primo ordine.

M. LAINE (Ibid., pag. 1127).

Porta dei complementi alle ricerche di Gossr nell’ equazione
alle derivate parziali di GOURsaT: s= fix. y..z. p, 4.

M. BierNacKI (Ibid.. pag. 1197).
 Studia la situazione degli zeri dei polinomi della forma

. Plx) + a@(x).

L. ToNeLLL (Ibid., pag. 1198).

Introduce la definizione di funzione a variazione limitata, o
assolutamente continua per le funzioni-di due variabili, e mostra
come si pud dedurre una teoria della quadratura delle superficie
curve, analoga a quella della rettificazione delle curve.

G. Juuia (Ihid., pag. 1201).

Mostra che il polinomio di TcHEBYCHEFF di grado # ¢ il limite
per k-—-oo del polinomio unico P di grado -n che rende minima
la media & ordine £ della differenza  f— P|. E fa delle conside.
azioni per ulteriori applicazioni di questo procedimento.

W. 8. FEpororr (lhid.. pag. 1203y

Considerando una funzione monog‘éna analitica y = fla) definita
in un dominio aperto. introduce il rapporto k = mis Clw): mis R(qg).
ove R(g) & un segmento rettilineo d’estremith ¢g. e Clw) & l’ imma-
cine nel piano y, w =f.g).

Sia kg, v) il limite superiore di & per 0 < inis Rgy<w od H
I"insieme dei punti tali che lim k= + oo, 1" autore mostra che ogni
punto singolarve di f & un punto di condensazione di H.

S. Kemeisty (Ihid.. pag. 1205).

Ricorda la definizione di derivata di nna funzione d'insieme di
VoLtERRA ¢ LEBESGUE. Introduce il concetto di derivata regolare,

(M) (. R.T. 158 (1914), pag. 676,
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mostra che una funzione sommabile & approssimativamente con-
tinua in tutti i punti ove essa & uguale alla derivata rego]m-v‘ del
suo integrale, estende ad uno spazio a piti dimensioni il teorema
di DExNJOY secondo cui una funzione approssimativamente continua

& uguale alla derivata del suo integrale.

P. HuMBERT (1bid., pag. 1262).

‘Definisce delle funzioni ¢g-armoniche nell’ iperspazio e mostra
che queste funzioni possono ottenersi per derivazione mediante le
funzioni considerate da ANGELESCO.

R. Gosse (Ibid., ‘pag. 1264).

Fa osservazioni sulla ngta sopracitata di LAINE mostrando che .

non & in contraddizione con suoi risultati.

P. Goursar (lbid., pag. 1266). .

Fa pure una nota a quella di Gosse in questo senso.

G. Vauirox (Ibid., pag. 1266).

Fa seguito ai lavori di Minnovx che completano quelii di
Juria sulle funzioni meromorfe che possiedono un valore asinto-
tico, dimostra che i cerchi di « remplissage » esistono per -tutte le
funzioni meromorfe d'ordine non nullo e per certe funzioni d’or-
dine nullo. ' '

G. Junis (Ibid., pag. 1304).

Applica i rvisultati ottenuti nella nota precedente ('t alla rap-
presentazione conforme delle aree semplicemente connesse,

R. WAvVRE (1bid., pag. 1317).
Costruisce una classe di funzionali automorfe relative ad un
nucleo di FREpHOLM.

G. Cerr (Ibid., pag. 1319).

Fa seguito alla nota di GAU (%) e mostra che la proposizione si
applica ai sistemi di DarBoUXx di classe 1 (che comprendono come
caso particolare quelli di Gau).

1

- (1) C. R., 1. 182, pag.. 1201
(*) C. R., T. 182, pag. 1124
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E. Gav (1bid., pag. 1320). -

Proseguendo le sue interessanti ricerche sulle equazioni alle
derivate parziali, considera certe funzioni che ha introdotto a pro-
posito dell’ integrazione dell’ equazione r + flx, ¥, 2, p, ¢, 8, ) = 0.

A. RousseL (1bid., pag. 1321).

Applica il metodo accennato nella sua Nota precedente allo
studio dell’ integrale :

j(x, ¥ ¥, y")da.

N. BARY ¢ M. MENCHOFF {Ibid., pag. 1373\

Studiano le funzioni assolutamente continue di funzioni assolu-

tamente continue; esse possono mettersi sotto forma dell’ integrale di
oo

LEBESGUE-STIELTJES Jf[:p(w)]d:p, ed inversamente. Esse formano

- .
una classe molto pit vasta delle funzioni assolutamente continue;
una nuova iterazione non aumenta la classe,

M. Perrovicu (Ibid., pag. 1366).

Proseguendo le sue ricerche definisce mediante integrali doppi

o0
. C oA COS HZ
una funzione periodica in # ed y, e dalla trascendente Z o
2

una successione di coefficienti di TaAyLoR mediante i quali si co-
struisce una funzione meromorfa il cui prodotto per sennz & una
funzione intera di genere uno, annullantesi solamente (juando z
& un numero primo.

A. VERONNET (Ibid., pag. 1369).

Estende il calcolo vettoriale all’ analisi ed al calcolo differen-
ziale assoluto.

M. NoarurLon (lbid., pag. 1371).

Dimostra che se f{z) & sommabile sul cerchio C, la funzione F(z
dedotta da f(z) mediante la formula di PorssoN tende in medie
(4 ordine uno) verso f(z); & la sola funzione armonica continu:
in C che possiede anesta proprieta.
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N /
F. Juria (1bid.. pag. 1455).
Porta a conoscenza i lavori di D. Jacksox e G. PoLva che
si connettono ad un teorema che ha enunciato recentemente sui
polinomi di TcHEBYCHEFF (%).

E. Laing (Ibid., pag. 1458).

~Tratta dell’ equazione della forma s = f(x. y, 2, p, ¢). che sono
della prima classe e porta delle osservazioni alla nota di GossE (%), |

A. BunwL (Ibid., pag. 1460).

Proseguendo le sue ricerche sulla equazione di MATURER.
mostra che il metodo di SCHUR, che le integra mediante la serie
di TAYLOR, pud essere generalizzato; 1" applica all equazione del
triedo mobile.

R. Caccioronr (Ibid., pag. 1463).

Dimostra I’ esistenza delle funzionali lineari in tutto il campo
delle funzioni di BAIRE: ne deduce una definizione costruttiva
dell’ integrale generalizzato di STELTIES ed in particolare di quello
di LEBESGUE.

N. Lusix (Ihid., pag. 1521).

Riprende un procedimento aritmetico con il quale BAIRE aveva:
definito una funzione di classe 3, ¢ ne dednce un esempio di fun-
zione che sfugge alla classificazione di BAIRE,

J. DrRACH (1hid., pag. 1593)..

Un procedimento del guale si & servito per le equazioni

r S
s :@(,>

permette di determinare tutti i casi d'integrazione esplicita delle
equazioni r + f(s,f) =0.

S8, MinerTr (Ilhdd., pag. 1594).

Enuncia un teorema sul raggio di convervgenza « sulle singo-
larith d’una classe di funzioni analitiche definite dallo sviluppo
di TAYLOR.

() « Transact. of the Am. Soc. », (19211, (1923). (1924} €. K. 157. 1913,
() C. R.182, pag. 1127,
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R. Gosse (Ibid., pag. 1597).

In seguito alla nota di LAINE (}) fa alcune osservazioni su una
classe speciale d’equazioni della forma s — flx, y. 7, r. p. ).

G. ArvexircH (Ibid.. pag. 1599).

Studia le serie trigonometriche associate : di un teorema su di
yueste e lo applica alle funzioni olomorfe all’ interno d”un cerchio
di centro.0 e raggio uno.

R Universita di Cagliari. givguo 1927.

GiUSEPPE BELARDINELLI

Riceviamo e pubblichiamo per dovere di imparzialita:

Onorevole Redazione

Nel fase. 1. Anno VI p. 20 del « Bollettino » & comparsa un’analisi

del prof. Picoxg, avente carattere nettamente polemico, dove sono presi
di mira, fra altri, miei lavori personali relativi all'integrazione approssi-
mata delle equazioni differenziali. .
" Le parole del prof. Prcoxe: « In tale rendiconto viene attribuito ai
« lavori del KryrLorr anche il merito di aver fatto sperare che il metodo
« fondato sulla minimizzazione di- un certo integrale (metodo dei minimi
« quadrati) prendera un posto legittimo fra i metadi d’integrazione .appros-
« simata delle equazioni differenziali della Fisica Matematica » mi sugge-
riscono le riflessioni segnenti. Lo ho sempre considerato BoussiNgsQ come
il vero creatore del metodo dei minimi quadrati per ['integrazione appros-
simata delle equazioni differenziali, ¢io che ho fatto notave esplicitamente
nel titolo della mia prima comunicazione dell’argomento: Sur un procédé
de M. Boussinesqy « Comptes rendus », f. 161, y. 558, che data gii. dal 1915
¢ dove ho dato il primo saggio della dimostrazione della convergenzi del
procedimento (a dir vero, in un caso molto particolare). All'illustre fisico
matematico francese spetta il merito di avere creato guesto procedimento
per Iintegrazione approssimata (v.p. es. la tesi Pascunovn: Swr Uappli-
cation de la méthode de W. Ritz & U’étude de Uéquilibre élastique d’ uue
plaque carrée mince (Paris, Gauthier Villars 1914, p. 3438): ¢ a quanto io
credo né jo. né 'analisi del « Bollettino » vogliamo attribuire a me un
merito che & unicamente del BoussiNgsq.

Sipuo quindi parlare di diverse dimostrazioni della convergenza del
procedimento, e a questo proposito mi preme di notare che le mie dimo-
strazioni riposano sull’apprezzamento del massimo modulo dell’ errore com-
messo arrestandosi alla msime approssimazione, ¢id che la distingue dalla

) C. R T, 182, pag. 1458.
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dimostrazione di convergenza data dal prof. Precoxi nell avticolo analiz
zito, in eni Iapprezzamento dell’ errore puntuale non & stato considerato.

Per citare un solo esempio (il pit semplice per ragione di brevitd) del
sistema differenziale

" ! OO Ay = flan A <O A< M| fn | <N

' - HO) = (=) =10

mi limito ad osservare che. per esempio, nel metodo deli”algoritmo varia-
ziomle, si-puo ottenere, applicando i miei procedimenti. v formula sc-
plice che dit non solo Ia dimostrazione teorica della convergenza del pro-
cedimento, ma che mi pare atile anche per la pratica:

RESAERY

2

2412

(Nt 1)2

g
/e

V3 2

: =M(AN72 + 1) T2A2(A
(2 [ — 1| < e S 4+ {

2V / +in

dove y. sono le successioni minimizzanti: le formule analoghe a (23 hanno
lnogo pure per il metodo dei minimi quadrati e devivano inunediatamente
dalla mia nota dei « Comptes Rendus » del 1925 ed anche del mio favoro
degli « Annali di Toulouse », 1926,

IT pubblico matematico al quale il prof. Picoxe afferma c¢he « il metodao
e studiato dal Krveory dal secondo semestre 1925 in poi ha la precisa forma
« da me data in questo ultimo lavoro del 4 mageio 1924 » non ha che da
paragonare i nostri due articoli citati (senza dive che mi sono occupato
della questione a partire dal” 1915} il c¢he rendera inutile la continuazione
di una polemica ch’io non ho suscitata e che mi dispiace assai. attesa la
grande stima chio ho per opera scientitiea del prof. Preoxe.

Parvigi. 22 givguo 1927,
N. KuvLory

Alla precedente lettera del prof. Kryvrorr, il prof. PicoNE ci
prega di unire la seguente postilla :

« Mi rincresce che il sig. Krvrorr abbia attribuito al wio sunto — di
cui & oggetto la presente Suna lettera — dei miei lavori nel campo del-
I approssimazione — un carattere polemico contro la Sua opera nello stesso
campo.. che & certamente indipendente dalla mia. Col detto sunto ho voluato
soltanto cercare di richiamare I’ attenzione, della gquale non sembrano ono-
rati quei miei lavoretti, sul mio modo di considerare I'intevessante ¢ impor-
tante questione dell’ approssimazione nei problemi della Fisica-matematica.
giacché, pur coincidendo — come qui ripeto — nella formea talune note
del sig. Kryrnorr con una mia, esse si differenziano profondamente wella
sostanza. e pertanto, osavo presumere che dalla considerazione dei due
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diversi modi ‘di concepire la sostanza delle cose poteva, come avviene
d"ordinario nella Sciensza, averne vantaggle il progresso anche di quelle
ricerche. Spero che questa mia opinione ottimistica possa ricevere una
conferma da una mia Memoria (in corso di pubblicazione nei Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo, e di cui un sunto figurera in questo
« Bollettino ») in cui vengono di nuove considerate la convergenza pun-
tuale e la maggiorazione dell’errore puntuale dei procedimenti 4d’appros.
simazione delle minime potenze e di quellp di Rir%, nello stesso indirizzo
del sig. KryLoFr, traendo perd profitto da taluni miei risultati nella
teeria delle equazioni differenziali ».

‘Napoli, 8 settembre 1927. i
. Mauro Preoxg



