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Sulla derivazione sotto il segno di integrale 
a limiti variabili.

Nota di Giuseppe Scorza (a Napoli).

Nei trattati d’Analisi, studiando la continuità e la derivabilità
della funzione

ß(®)
FI®) =j/ì«, y)dy,
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è fatta d’ordinario l’ipotesi, tacita a volte, che le due curve y — a(a?), 
y = B(æ) siano tutte interne all’ insieme E in cui è definita la f(x\ y).

È ovvio che, se f(.r, -/), a(#), 3(æ) sono funzioni continue, la P(.r) 
è continua anche se si suppone che i diagrammi di x(x) e ft(x) costi
tuiscano la frontiera, o parte della frontiera, dell’ insieme in cui è 
definita la fx, y).

Si dimostra che anche in quest’ ultimo caso la F(x) è deriva
bile, se si suppone che siano derivabili a(æ) e ß(a?) e che si possa 
definire in tutto E una funzione continua che nei punti interni

df
di E coincida con la — P). ox ’

In questa Nota, riprenderò in esame la questione, cercando di 
togliere questa ipotesi.

In un intervallo A : a' < x < a" sono definite due funzioni con
tinue e derivabili a(a?) e ß(x). Diciamo E 1’ insieme chiuso del piano 
costituito dai punti che hanno la prima coordinata contenuta in A 
e la seconda nell’ intervallo chiuso di punti estremi a(a?) e x).

Supponiamo che in E sia definita una funzione f(.r, y) continua 
e dotata, in ogni punto interno ad E, di derivata parziale rispetto 
alla x, anch’ essa continua.

Nelle ipotesi fatte è sempre definita in A la funziono della x 
ß(x)

x) —j”/U, y)dy

a(œ) 
che risulta continua.

Orbene, supposto che per la fx(x, y) (che può essere infinita 
od anche mancare o non essere eseguibile sulla frontiera di E\ 
1’ integrale (eventualmente improprio)

ß(05)
j U®, yì,dy

a(x)

sia convergente, si può affermare che :
La 'F(x) è derivabile in-un punto x0 interno ad A e per la sua 

derivata vale la formula
ß(a?o)

(1) F\x0) =j , y)dy + ,8'(®o)f(®o, ß(®o)) ~ , «■(•?•„)),

a(®o)

(£) Vedi, ad es.: Bicone, Lezioni di Analisi Infinitesimale, a cura del 
Circolo Matematico di Catania, pp. 409-411, 603-604.
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se:
I. in un conveniente intorno del punto x0 le derivate a'(x), 

e f/(x^ *(x) e ß(x) sono limitate, e se:
IL fissato ad arbitrio un numero positivo §, è possibile deter

minare un intorno 1(e) di x0 ed un numero, anch’ esso positivo, ^(s), 
tali che risulti sempre

ß(^) ß(fc)—CT
jkfa, y)dy y)dy 

«(cr) «(#)■+ CT

variare di x à I(s) per 0 < g < ^(s).
Questa seconda proprietà è in particolare verificata, se 1’ inte

grale (eventualmente improprio)
ß(-r)

y)dy,

è supposto, secondo una locuzione introdotta dal prof. Picone nel 
citato suo « Corso d’Analisi », uniformemente convergente nelle vici
nanze del punto x f1).

È opportuno distinguere il caso in cui a(<r) e (i(o?) assumono 
lo stesso valore in xQ, da quello in cui si ha oc(a?0) ß(a?0).

Supponiamo anzi tritto che sia a(#0) = ß(#0); in .r0 sarà

ß(a?0-f-Aa?)
AjF1 1 f

à
a(æ04-Aæ)

P) Con l’ipotesi II la convergenza dell’integrale improprio

(a) ^fx(x, r/)dr/,

a(æ)

non è intesa evidentemente nel senso ordinario, essa è più generale ; ed 
il teorema continuerebbe .a valere anche se si supponesse soltanto che 
esiste sempre, determinato e finito, il limite

ß(a*)—Ä£r0, ct)

lim I fx(x, y)dy,
CT—0 J

a(æ)+cr

ove a è positivo e h(x0, a) è funzione positiva di xQ e di a, infinitesima 
con a, arbitrariamente fissata, con la condizione, ben inteso, che la ten
denza al limite riesca uniforme nelle vicinanze del punto x0. Katural- 
mente, si dovrà intendere che l’integrale (a) rappresenti tale limite. 



PICCOLE NOTE 263

e, detto y' un conveniente punto dell’ intervallo [a(a?0 -+- A;r), ß(#0 4- A#)], 
si avrà

E = 0 + A;r. y'),
A*r AL

quindi

LF + g(^ + A^-g(a;Q)
12=--------Ài-------- f(a,°+ Aa;’y} - ÄS Z( 0 y

Di qui, passando al limite per AL —0, tenuto conto della deri
vabilità delle funzioni a(#) e ß(#), della continuità di f(x, y) e della 
eguaglianza

lim — a(a?0) = ß(a?0),
Aa? — 0

si ricava
■F'W — [i'GPoWo, ß(a?o» — a'2o)/’(a;o> a2o))- 

cioè la (1).
Sia adesso a(#0) =}= ft(Ly) e supponiamo ß(<r0) > a(#0), ipotesi, natu

ralmente, non essenziale.
Poniamo

PO»„) — a(«o)
’*='---------z

e consideriamo un intorno J(g-j) del punto #0 tale che in esso a'(a?) 
e siano limitate e che inoltre per ogni L§ -+- AL contenuto 
in /(sj si abbia simultaneamente

I a(#0) — ^(Ly 4- Aa?) | < cq,

Ciò posto, le curve di equazioni

y = o(a>)-F-<7„, y=[i(») —or„

saranno tutte interne ad E, finche x varia in ./ic-.i ed è 0 < sn < , 
e quindi sarà continua e derivabile in «/(^) la funzione

ß(«'—
Fn(x)—$f(x, y)dy,

a(æ)4-crn

e per la Fn'(x) sussisterà la (1), sarà cioè
ß(«?y—CTM

Fn'(x) =jk(a?, y)dy -+- ß(a?) — <r„) — a-+- <r„).

a(æ)-+-crn

Si consideri ora una successione decrescente di numeri (positivi)

ffl > a2 > ’3 > •"
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dove ff, é il numero sopra definito e dove è

lim sn = 0.
n —oo

Si avrà che in Jr(°ì) è da una parte v-

lim Fn(x) = F(x), 
n - pò

e dall’altra
k-c«> ? .

= jvWy ■+■ ßWto «(-»)) — ?(•»)•

a(æ) ... \ s '

Orbene, se facciamo vedere che, comunque assegnato un numero 
positivo s, è possibile determinare un intorno H(s) ài a?0 ed un nu
mero naturale n tali che per m>n e per ogni punto di Me) 
si abbia ’
(2) . \Fm\x) — <?(«)[ <e ; ' .

avremo f) che la F(x) è derivabile in xQ e chè è, anche in questo 
caso,;

ß(«?0> .

*”(«.) —, y)dy-i-ß'(®0)f(®o, P(a;o)). — *'ko)/K, «sa?»)).

a(æo) . <

(l) Ij’affermazione del testo si fonda sul seguente teorema:
Se in un insieme A è definita una successione di funzioni /i(P), àP),... 

derivabili rispetto alla xh in ogni punto interno ad A, ed è

Mmf„(P) = f(P)

la f(P) è derivabile rispetto allaf xk in un punto Po > interno ad A, quando

la successione delle derivate è uniformemente convergente nelle vici- 
öM/t ' ' y

name di Po, cioè quando : fissato ad arbitrio un numero positivo e, è 
sempre possibile determinare un intorno /(s) di Po ed un numero n tali 
che per P contenuto nell’intersezione di A ed I(s) e per sia

I !<•:■
I vXh n <X) vXh I

nel qual caso è / ' ,

■ /(A) -• . 
\ «>-*60^

Il teorema non è che una facile generalizzazione della nota proposi
zione che assicura la derivabilità di una funzione /’(PJ, definita come
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La differenza al primo membro della (2) vale

ß(®) . D(n)-(7â

j/U«> y)dy y)dy + ß) — pf(x, ß - - a'f(®, a) -F

— /■(», ri - <7„)] ;■ -F ! a' [/■(.r, a) — f(.r, a -F <r„,)]?.

Ora, per la II, assegnato il numero positivo g, è sempre pos

sibile determinare un intorno di æ0 ed un numero naturale ni' 

tali ehe per x contenuto in e per ogni numero naturale q 

risulti 
p(æ) ß(®)

j/U®, yW — j/Uæ, ÿW J < 

a(æ) a(æ) + <W+ç

Inoltre, detti If ed 2V gli estremi superiori di | a'(zr) | e | ß'(a’) ! 
in «/(o-J, esisteranno due numeri n' ed n" tali che risulti in J(o-j

M \f(x, x) — /•(.<•, a -F V+«)] < z

W(M) -f(.T, I

Indicata con Zf(s) l’intersezione di ed /(cq), perchè il 

secondo membro della (3) risulti minore di s in ogni punto 
di per ni _> n, basterà prendere n uguale al maggiore dei 
tre numeri ni', n', n".

Napoli, 26 luglio 1927.

limite di una successione di funzioni derivabili, quando la successione 
delle derivate converge uniformemente.

La sua dimostrazione può essere condotta sulla traccia di quella data 
dal prof; Picone per la proposizione cui dm alluso (Picone : Lezioni eli 
Analisi Infinitesimale, n. 69).


