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Sulle funzioni di variabile complessa di una superficie
e sui moti laminari.

Nota di Arririo PALATINI (a Pavia).

I1 prof. Cisorrr in una Nota della R. Ace. dei Lincei (') ha
reso precisa la nozione di variabile complessa di una superficie
(giad introdotta solo implicitamente dal BELTRAMI nelle sue clas-
siche ricerche in proposito} e se ne & valso poi per stabilire
I’equazione fondamentale dei moti laminari potenziali sopra una
superficie qualunque. Scopo della presente Nota & quello di dare
alle formule di BELTRAMI e CIsoTTr una forma diversa, la quale
mi sembra pilt espressiva e pill atta allo studio di problemi del
tipo di quelli sopra accennati.

1. B noto (* che la metrica di una superficie qualunque s,
invece che da una forma differenziale quadratica positiva. pud
esser definita da un sistema di due forme differenziali lineari
fra loro indipendenti. Cid equivale a definire geometricamente la

metrica mediante due congruenze [1] e¢ [2] ortogonali di linee
tracciate sulla superficie stessa.
Siano
(1) \ 'lfl:)“/ldxl + kl/ﬁdxz’
I by = hay, day + dap,dx,,

le due forme che definiscono la metrica della superficie . Le
Jaj,., Jap,. (P =1, 2) si chiamano i momenti delle congruenze [1] e [2]

rispettivamente.
Si considerino ora le due equazioni differenziali
by + iy, =0,
by — i, =0,

dove ¢ denota la 'V —1.

(1) U. Cisorry, Equazioni fondamentali dei moti laminari potenziali
sopra una superficie qualungue. (Rend. Acc. Lincei, vol. I, serie 6%, 1925,
pp. 612617). '

(!) Ctr. G. Rriccy, Sulla determinazione di varieta dotate di proprieti
intrinseche date a priori. (Rend. Aecc. Lincei, vol. XIX, serie 5% 1910,
pp. 181-187) dove la questione & trattata per una varicth qualunque ad

n dimensioni.
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) Sia uwoun fattore integrante della primg cquazione : sari w
feoniugato di uy fattore integrante della scconda. cosiceh® se 2 o
guella tale funzione (individuata a meno di una costante additiva)
per cui risulti

2) dz . =ully 4= 17,). L

sari. denotando con z la conineata di z.

La funzione z si chiameri vaviabile complossa della super-
Yicie = definita dalle (1) (1), Essa coincide manifestamente con la
variabile w449y se 5 & un piano e ci si riferisce a coordinate
cartesiane ortogonali.

In Tuogo della (2) si PoOssONon serivere le due ("llllilZiOlli (3qui-'
valenti

[tz R -
\ r—.)(': = u{ry, + e ),
3) Lo
2 N o~
' (.X'; S lu.(/u/? + 119y, ).

Introduciaomo ora in luogo della derivazione ordinaria, la deri-
vazione intrinsaca definita dalle formule

4 e

dove ds; & Telemento d arco detle linee della congruenza [j] e A7
eli etementi reciproci delle 2, nel determinante delle stesse A,
Alle 3) si puo dare allora immediatamente la forma

>

& (21 .
Tt IS P SV

s, 78,

")

s
2, Nia ora [ una funzione qualunque di z. Merce le (4) e ()

si trova subito
of df ez df
és,  dz2s, dz

o _df ez df

= ea—x
esy,  dzos, T dz

~ (1) L'arbitraricti di scelta del fattore iategrante p porta a cio soltanto,
che in luogo di z si pud assumere, come vaviabile complessa di 5, una sua
yualungue funzione.
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(o} 4

e quindi
of

0
o
08, s,

Ora. se f=9 + ¢, separando in quest’ultima equazione il reale

dall’imaginario, si otfiene

[0y 2y
o

. é 8,
(6) -
| & 43
28,  08,.

A
Sono queste le condizioni (di monogeneiti). le quali esprimono
che, sulla superficie 5. le funzioni ¢ e L sono parte reale o coeffi-
ciente dell imaginario di una funzione della variabile complessa z.
Esse non sono altro che le condizioni gid date dal BeErntraMI. ma
sono scritte sotto una forma identica a guella sotto cui si presen-
tano nel piano.
Ricordando le formule di commutazione per le derivate intrin-
soeclie () s elimina con facilita Ta b tra le (6) ¢ sitrova che la &
soddisfa all’ equazione seguente

A 2] -
- ' 7.7 ‘ e A7 -
(8" rs., i

<~

S, 8,
{71e € vy sono e curvature geodetiche delle Tinee 1 e 21 la quale.
con le notazioni presentic non & altro che equazione generaliz-

zida i LaprLace

\o=0

ed exprime pertanto ' armoniciti di o,
Annlogamente dicasi per 4. la quale si chiamerd percio Var-

monica associata di z.

3. La forma (6) delle condizioni di monogeneiti ¢ indipendente
dalte congruenze prescelte per definire la s, Siano infatti date due
alire congruenze (1] e [2]’ di momenti w1, € v, ¢ siano

2

4. — N itk
Jip T )"L;’ bt

i coseni degli aneoli c¢he lo linee della congruenza [i] formano
» = =

(9 T LievieCivers, Leziond i Caleolo differenzinle assoliuto. (A, Stock.

Yonin 19250 pag. 289,



PICCOLE NOTE 85

con quelle della congruenza [j]. Se s/ somo gli archi delle ‘linee
di quest’ ultima congruenza, sard

2
¢ @
TR 4
b, s

Tenuto conto delle (6) e ricordando che il determinante delle %
& uguale ad uno (supposto che le linee delle congruenze siano
orientate in modo opportuno), si trova subito

I
M.

~y 2l

oy = s,
= &y
= T

4. Sia ora v un vettore superficiale e siano ¢, le sue compo-

nenti secondo le linee ¢; sari

. GON 0V,
dive = 8-8—, —+ 3. V212 — Vin?, -
2
CONE 7 N
rot v = 58: - 8?, — Y101V + 91205

{si intende, naturalmente, div e rot superficiali).

Si supponga che v rappresenti la velocith delle particelle di
un velo liquido mobile sulla superficie s e che le v, si presentino
quali derivate intrinseche di una funzione ¢ armonica, sia ciod.
denotando con } 1I’armonica associata di g,

_ o _ 2l a o
o N e Tas, M Tas, T ds
Si trova immediatamente
dive=0 e roteve=0

e il moto risulta esser potenziale, incompressibile e irrotazionale
{sulla o).

Si consideri ora la congruenza delle linee di flusso. Se 8," sono
gli archi di dette linee ed s, quelle delle traiettorie ortogonali,
sara
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quindi per I' osservazione dell’art. 4

3 )
h Y
=0 S, =
8, 8y

Ne segue immediatamente che lungo le linee di flusso ¢
b = cost. mentre lungo le traiettorie ortogonali & o —=cost (linee
equipotenziali).

Se 1o una linea qualungue traceiata solla 5. od » un vettore
unitario superficiale o normale ad . doved ritenersi

flusso = ‘ v ndl = ‘ H dl.
e it
1 {

Imaginando orientate Lo Tinee in modo opportuno. per le con-

dizioni di monogeneiti ¢ con ovvio signifieato dei simboli. =i ha
quindi

ol
[
7

il

flusso —

dl ==Y, — !

ossli. come nei moti piani. il flusso & nguale alla

differenza dei
valovi di b agli estremi di /.

5. Per stabilire ora I'eguaziene fondamentale dei moti L.
nari potenziali. si riscriva I equazione dell art. 2

of df

= .
s, T de
oo 1:4 i /;, si ha
df i oy 'Y i
A e A CT g
oz 8, N 5 8y
osxin per o (7)
) df 1 ;
(X) /f S L S
oz - ’

Questa doved ritenersi I" equazione fondamentale ricercita.
Essit T Lo stesso aspetto formale dell” aniloga equazione dei moti

Lo 1 L .
prani salvo la presenza del fattore - fehe per i moti piani e In
2a

coordinate cartexinne ortogonali si pud assumere eguale ad 1).






