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Sulle funzioni di variabile complessa di una superficie 
e sui moti laminari.

Nota di Attilio Palatini (a Pavia).

Il prof. Cisotti in una Nota della R. Acc. dei Lincei (’) ha 
reso precisa la nozione di variabile complessa di una superficie 
(già introdotta solo implicitamente dal Beltrami nelle sue clas­
siche ricerche in proposito) e se ne è valso poi per stabilire 
F equazione fondamentale dei moti laminari potenziali sopra una 
superficie qualunque. Scopo della presente Nota è quello di dare 
alle formule di Beltrami e Cisotti una forma diversa, la quale 
mi sembra più espressiva e più atta allo studio di problemi del 
tipo di quelli sopra accennati.

1. È noto (2) che la metrica di una superficie qualunque cr, 
invece che da una fórma differenziale quadratica positiva, può 
esser definita da un sistema di due forme differenziali lineari 
fra loro indipendenti. Ciò equivale a definire geometricamente la 
metrica mediante due congruenze [1] e [2] ortogonali di lineo 
tracciate sulla superficie stessa.

Siano
« L — à. -L L/ à

il)
( '1-2 — -t- L/.àz,

le due forme che definiscono la metrica della superficie Le 
L/,., >2/,. (r = 1, 2) si chiamano i momenti delle congruenze [1] e [2] 
rispettivamente.

Si considerino ora le due equazioni differenziali

li «lì = 0,
li — «lì = o,

dove i denota la V — 1-

0 IT. Cisotti, Equazioni fondamentali dei moti laminari potenziali 
sopra una superficie qualunque. (Rend. Acc. Lincei, vol. I, serie 6a, 1925, 
pp. 612-617).

0 Cfr. Gr. Ricci, Sulla determinazione di varietà dotate di proprietà 
intrinseche date a priori. (Rend. Acc. Lincei, vol. XIX, serie 5a, 1910, 
pp. 181-187) dove la questione è trattata per una varietà qualunque ad 
n dimensioni.
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Sia 'j- un fattore integrante della prima equazione: sarà g 
(coniugato di g) Fattori1 integranti1 della seconda, cosicché se z è 
quella tale funzione (individuata a meno di una costante additiva) 
per cui risulti
(2) dz +

sarà, denotando con z la coniugata di z.

dz — id'h — c^l-

La funzione 2 si chiamerà variabile complessa della super­
ficie 7 definita dalle (1) I1). Essa coincide manifestamente con la 
variabile x \ ììj se 7 è un piano e ci si riferisce a coordinate 
cartesiane ortogonali.

In luogo della (2) si possono scrivere le due equazioni equi­
valenti

Introdariamo ora in luogo della derivazioni1 ordinaria, la deri­
vazione intrinseca definita dalle formulo 

14) 

dove ds- è r elemento d’arco delle linee della congruenza [j\ e Xv 
gli elementi reciproci delle Xj/r nel determinante delle stesse X.

Alle (3) si può dare allora immediatamente la forma

2. Sia ora f una funzione qualunque di z. Mercè le (4) e (5) 
si trova subito

cf_ — df __ , (1f 
ds1 dz ‘ ' dz '

cf df dz  . df 
ds2 dz ds% ‘ ' dz .

(b L’arbitrarietà di scelta del fattore intégralité g porta a ciò soltanto, 
che in luogo di z si può assumere, come variabile complessa di a, una sua 
qualunque funzione.
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e quindi
Sf . F 
ö§2 ^8^'

Ora. se f=5 + •}, separando in quest’ultima equazione il i oal<‘ 
dall’iniaginario, si ottiene

/ d&   dty
1 dSy ?82

ibj ’
I a? ___ ?£
ì as2 ?S|x

Sono queste le condizioni (di monogene! t à j. le (piali (‘sprimono 
die. sulla superficie cr. le funzioni □ e sono parte ridile e coeffi- 
ciente dell’iniaginario di una funzione della variabile complessa s. 
Esse non sono altro che le condizioni già date dal Beltrame ma 
sono scritte sotto una forma identica a quella sotto cui si presen­
tano nel piano.

Ricordando le formule di commutazione per le deri vate intrin­
seche P). si (dimina con facilità la tra le (G) e si trova cln* la e 
soddisfa all’equazione seguente

c'y i'y c'y c'ÿ
2 ... 2 Vai 2 7121 BT — 0

17121 e 72 12 sono le curvature geodetiche delle linee 1 e 2). la (piale, 
con le notazioni presenti, non è altro che l'equazione generaliz­
zata di Barba (E

= 0

od esprime pertanto l’armonicità di o.
Analogamente dicasi per L la quale si chiamerà perciò 1* ar­

monica associata di y.

3. La forma (6) delle condizioni di monogeneità è indipendente 
dalle congruenze pr(‘sc(dt<‘ per definire la Siano infatti date due 
altre congruenze [l|z e [2]/ di momenti y.i ,. e u.»/r e siano

3,.. —
1

i rosoni degli angoli (die le linee della congruenza \i\ formano

PI T. Levi-(’iviTA. Lezioni di Calcolo differ eu sì ale assoluto. (A. Stork.
11 “ i 11 ; 1. 1925) 2S9.
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<011 quelle della congruenza [j]'. Se s/ sono gli archi delle linee 
di quest' ultima congruenza, sarà

--- = y u.- —= ÿ 3..—.

cs/ 1J dxv ° ?8,

Tenuto conto delle (6) e ricordando che il determinante delle 3 
è uguale ad uno (supposto che le linee delle congruenze siano 
orientate in modo opportuno), si trova subito

9© 8’1/

98j 0^2

9© d'h
ds2' 98/’

4. Sia ora r un vettore superficiale e siano r, le sue compo­
nenti secondo le linee i ; sarà

.. 9rq 9r2
div VriL^'i Vi2i'uò I C7ò 2

(si intende, naturalmente, div e rot superficiali).
Si supponga che v rappresenti la velocità delle particelle di 

un velo liquido mobile sulla superficie a e che le si presentino 
quali derivate intrinseche di una funzione © armonica, sia cioè, 
denotando con V armonica associata di ©.

<“)
9c^ __ c'\ *9© 9'-^
981 982 ’ 2 9s2 dSy '

Si trova immediatamente

div v ~ 0 e rot v = 0

e il moto risulta esser potenziale, incompressibile e irrotazionale 
(sulla ?).

Si consideri ora la congruenza delle linee di flusso. Se 8/ sono 
gli archi di dette linee ed s2 quelle delle traiettorie ortogonali, 
sarà
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quindi per F osservazione dell' art. 4

Ne segue immediatamente che lungo le linee di Flusso è 
•b — cost, mentre lungo le traiettorie ortogonali è — cost (linee 
equipotenziali).

Se 7 è una linea qualunque tracciata sulla 7. ed n un vettore 
unitario superficiale e normale ad 7. dovrà ritenersi

fi asso ~ I r X mil = | (II. 

/ i

Imaginando orientate le lima* in modo opportuno, per le con­
dizioni di monogeneità e con ovvio significato dei simboli, si ha 
q uindi

flusso =j J <// — •}, -

I

ossia, come nei moti piani, il flusso è uguale alla differenza dei 
valori di L agli estremi di 7.

o. Per stabilire ora J' eqnazione fondaimmtale dei moti lami­
nari potenziali, si riscriva l'equazione dell' art. 2

Questa dovrà ritenersi b eqnazione fondamentale ricercata. 
Kssa ha lo stesso aspetto formale dell* analoga equazione dei moti 

piani, salvo la presenza del fattore (che per i moti piani e in 

'■ooìdinate cartesiane ortogonali si può assumere eguale ad 1).
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La presenza del fattore - ha analiticamente questo ufficio.

Per una funzione □ qualunque si ha

JL < , < Èi _ r ÊL
Ss* U 2 Ss* T Ss*

[(t curvatura di Gauss della superficie 7). quindi se □ è una fun­

zione armonica, non 1^ sono in generale le ~-=vk. v1 e —r2 
csk

non possono quindi essere., sopra 7, parte reale e imaginaria di 

una funzione di variabile complessa 2. Ora il fattore -, che com­
parisce nella (8). ha por effetto di renderò il secondo membro fun­
zione di s, ciò che risulta dal significato del primo membro e come 
i calcoli permettono facilmente di verificare.

Pavia, febbraio 1928.


