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PICCOLE NOTE 87

Sulle varietà subordinate negli spazi a connessione affine 
e su di una espressione dei simboli di Riemann.

Notagli Enea Bortolotti (a Bologna).

1. hi una nota recente. apparsa su questo « Bollettino » (]), 
il prof. Tonolo espone una dimostrazione elementare di una for
mula pei simboli di Riemann di prima specie di una Vnl rieman- 
niana in Rn euclideo, dovuta al prof. Vitali (2). La formula stessa, 
e anzi, una formula più generale, relativa alle Vm in Vn a con
nessione metrica qualunque, si può .anche ricavare come conse
guenza immediata di una formula già da me in altro luogo indi
cata I3), la quale compendia le equazioni di Gauss e di Codazzi 
per una Vilt in Vì(.

Indicherò tra breve queste formule: svolgerò prima alcune 
considerazioni di carattere più generale, che estendono alle va-

(9 A. Tonolo, Una espressione dei simboli di Riemann di prima specie 
per le varietà negli spasi euclidei. (« Boll. Un. Matem. », VII, 1928, pp. 31-36).

(2) G. Vitali, 'Geometria nello spazio Hilbertiano, (« Atti 1st. Veneto », 
1927-28, t. 87, parte II, pp. 349-428), p. 394, forni. (17). La formula data dal 
prof. Vitali è relativa alle Vtll in uno spazio H (hilbertiario) ; quella indi
cata dal prof. Tonolo no è un caso particolare.



88 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

rietà subordinate negli spazi a connessione affine (Ant in Av) i ri
sultati che per le Vul in Vn ri emanili an e avevo indicato nella 
nota seit. (3)), sopra ricordata. Si tratta veramente di un argomento 
che ha già avuto ampie e complete trattazioni ad opera di Wevl, 
Berwald, Schouten (4), Hlavaty (5), Lagrange, Eisenhart,.... ; 
pure non mi sembra inutile dare qui rapido cenno d’un metodo 
che s' ispira al modello offerto dagli eleganti procedimenti dello 
Schouten, ma presenta, a differenza di ciascuna delle precedenti 
trattazioni, carattere di invarianza per ogni trasformazione di 
coordinate sia nella Am subordinata che nella An ambiente, e 
realizza tra gli elementi di AI}1 e dell' ambiente una netta e pre
cisa distinzione.

2. Siano dunque Ani, An (m < n) due varietà a connessione 
affine : siano xr (r, s, t, u, v — 1, 2,..., n), yK (X, tx, v, t, w = 1, 2,.... ni} 
coordinate curvilinee in An e in Am, e le rispettive com
ponenti delle connessioni. Esprimiamo ora che A/a è immersa in An.

Siano xv = xv(y'') le equazioni parametriche di Am in An, e = dxr 
dy'-

se definiamo il 1° tensore di curvatura di Aìn in An ponendo
(come in 1. c. (3))

ove vx e- pei tensori dipendenti dalle due serie di variabili x\ y'. 
simbolo di derivazione covariante secondo Lagrange (6), abbiamo 
subito, come condizioni di integrabilità delle (1), le equazioni

is» . -v,A.-r=Là

a b a r & v
ove R'stà . Ssi . Si ,1 sono i tensori di Riemann-Christoffel 
e i tensori di torsione in Aa e in Anl. Nelle (2) non figurano le

p) Nella mia Nota: Spazi subordinati: equazioni di Gauss e Codazzi. 
p Boll. Un. Matem. ». VI, 1927. pp. 134-137).

p) J. A. Schotten, Der Ri ecu Kalkül. (Berlin, Springer, 1924), pp. 133-165.
p) V. Hlavaty, Contribution au^calcul différentiel absolu. (Vestnfku 

Kral. (Vs. Spelee. Nauk. Tr. II. Roc. 1926).
p) Loe. < it. p). p. 135: R. Lagrange, Calcul différentiel absolu (Paris, 

Gauthier-Villars. 1926). p. 10.
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a r b v r
Ssi che però sono legate alle e alle <1;.^ dalle relazioni

(3) Sür oj o‘ = + 1 (s V - sì- f) (o.

Le (2), (3) sono le condizioni a cui sono soggette le per 
l’appartenenza della Am alla An. Ma finora non abbiamo posto in 
relazione le connessioni affini in Am e in An. Se vogliamo che la 
connessione affine in Aìn sia subordinata a quella di An possiamo 
— è questa la via seguita da Weyl, Bervvald. Schouten, Hla- 
vaty — assegnare, per ogni punto di A/tl, una p-direzione (pseudo
normale) (p = n — m (8)) indipendente dall’Mi-giacitura tangente, e 
definire la derivazione covariante vz PSi tensori di Am mediante 
la condizione che, se sono due qualunque vettori controva
rianti di Atli (e = u8 == öfu'- gli stessi vettori considerati 
in An}, \^v['u^ sia la proiezione di \pfus fatta, parallelamente alla 
^--direzione pseudonormale, sullam-giacitura tangente alla Anl.

La ^--direzione pseudonormale sia definita mediante p vettori 
controvarianti Xr (i, J, l ~ 1. 2,..., p) : definiamo (9) ponendo 

j
— 0/, t\m+j] " Xr : detto 1’ elemento reciproco di t$ in j t $ | , 

3
poniamo T\r\ — ~ Queste ultime posizioni sono giusti-

3
ficate dal fatto che, anzitutto, le ç,. (j — 1, 2,..., p) sono p vettori 
covarianti, tangenti ad Aut, cioè, ciascuno dei quali contiene il 
^-vettore covariante tangente alla X, ; precisamente (cfr. Schouten, 

j
1. c. (4), p. 159) la (n — l)-giacitura di è quella che contiene 
F m-giacitura tangente e le direzioni di X-5 XX,., X,..., X-, 

1 2 1 p
3

e inoltre i vettori risultano normalizzati rispetto ai vettori Xr 
3

f) Cfr. Hlavaty, loc. eit. (5), form. (12), mentre le (2) corrispondono 
alle 23 b) di Hlavaty. Le (2) sono le (13) della mia nota cit. (3) ; in questa 
formula vanno corretti i segni degli ultimi due termini.

(8) In generale le 2-giaciture osculatrici alle curve di Am uscenti da 
un punto P appartengono a un Em+v (spazio affine) con v<p: basterebbe 
assegnare, in P, come pseudonormale, una v-direzione appartenente a 
tale Em+v. Ved. la mia Nota: Sistemi assiali e connessioni nelle Vm* 
(Rend. Lincei, serie VI, vol. V, 1927, pp. 390-395).

(9) Metto entro parentesi, oppure verticalmente sopra o sotto la lettera 
cui si riferiscono, gli indici che non sono,di covarianza o controvarianza. 
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dalle condizioni
i ( 1 per i = j(4) tX" = = L ...

(Schotten, ibid.). I prodotti alternati

(5) Xr'"-= Xlr>... Xr»},' ... >•, = U - t,.
1 P

danno un p-vettore controvariante e un p-vettore covariante orien
tati precisamente secondo la p-direzione pseudonormale e secondo 
la m-giacitura tangente : essi sono legati dalla condizione di nor
malizzazione

u s Yr 1 r* *** r$ < — Ip 1 A ^2 ... rp — 1

(la Erste Normierungsbediugung di Schotten : 1. c., p. 157).
Poi : le 0r sono le componenti di un tensore, come segue ad 

es. dal fatto che è
-, -, , p l

(7) (V<h — tir — ~jXszr ;
r J

precisamente, come (ovviamente) W), = 0- n\. è il componente se
condo , (A,„-componente) di un vettore covariant«*. di Alt 
(applicato ad un punto di Allt), così è vf- = <Xivr Y decomponente 
(proiezione fatta parallelamente a Xr'r*-ri> su ... ebd ret
tore contro variante vr di An.

Se in particolare v*\ ws appartengono ad Am< si ha anche

(N) Vr — ws==^s Wz.

Dalla prima di queste* si ha derivando, tenendo presente la (1).

(9) V.X ù|x — tA -4- 0-, v.cv'-.

Introduciamo il 2° tensore di curvatura (secondo Schotten) 
di Am in Alt ponendo
(10) y; (-)>.

e avremo analogame*nte

(11) vvw, • 0jX — Il jltrWx -+■ <“>r Vp.W-

Ora : essendo

. / ,1 p,!r;,.
7 ■ * A \ / 0 por o. 4=' /
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si ha tra i due tensori'di curvatura la relazione necessaria:

-(13) <>;>/’ <->;t 0>’ IL;t r = 0.

Ma non ci siamo valsi ancora della condiziono di subordina' 
zione della connessione in Anb a quella in Au. Siccome dalla (9) 
si ha

(14) " Hp 0* \sVy' — < L,'/ (■>;. C'- .

vediamo ( he è necessario e sufficiente, perchè sussista la su bor
ei inazioni* nel senso poco sopra precisato, che sia

(13) <_>.'/ n 0 (10).

La (13) ci mostra che dovrà anche essere

(i(>) 0/= o.

Conseguenze differenziali di queste sono le

(17) = o,

(is) Oz-f- ii'^.<L7/ —0.

D'altra parte, come le (2) sono le condizioni d'integrabilità 
delle (1). così per le (10) troviamo le condizioni d'integrabilità 
segmenti -
(IO V, nCr — v; nC>- — o' — Jku<-é ssU nC,..

3. Ora : le equazioni di Gauss e di Codazzi generalizzate per 
le Am in At) si hanno come conseguenze immediate dello (2), (19). 
tenendo presenti le (3). (17). (18).

Precisamente : dalle (2) moltiplicando per <-)r, oppure dalle (19) 

moltiplicando per OC|) e sommando, si ha

(20) <ì"riij/A - !>•;/' = A;;. •“ - hùr 0“ yk

(minazioni di Gauss generalizzate, cfr. Schoutex, 1. c. (4). p. 160):

I10) Clic in effetto le (15) determinino la connessione affine in si 
vede subito Por le (1) esse danno
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introdotti i tensori

(21) = X).Xr • Hr

pei quali si avrà

(22) iV = -Sf<‘>XllX-, ll;.L-= — I,.

e posto (Schouten, ibid. ; Hlavaty. 1. c. (5). p. 9)

(23) Vi oIv^’’-L = oIvX..p-,

i
si ha dalle (2) moltiplicando per e sommando :

1 1 (ì 1 ì 1 \ a r s t ul b ~l
(24) VZwvp. — W’L.-x -+- -I “ R'StH 0; 0v0p.;,. —- 2S\z 0)-,k.

3 \ 3 3 /

e dalle (19). moltiplicando per Xr e sommando.
i

le (24). (25) sono (cfr. Schouten; Hlavaty. 1. c.) le equazioni di
Codazzi generalizzate p<*j* !o Am in An.

4 Veniamo al caso particolare in cui Am. A)f siano due va
rietà V„ a connessione metrica secondo Weyl e Cart an. Ciò 
significa che sono assegnati in VH e in Vllt. due tensori simme
trici ars. bia (determinati a meno di fattori moltiplicativi) come 
tensori fondamentali, e si ha

(26) V,a».Ä — • a,.s, Vv&Zix = 'fv - bia.

Velie attuali ipotesi è

(27) (Or — b™ars 0® .

e di qui segue, per le (26). questa relazione tra i due tensori di 
curvatura :
(28) [i;v.,. = 6'-'ctrs<2;.òS (<?X — 0®,.

Si- vogliamo che la metrica in Vtl/ sia precisamente quella 
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che viene subordinata dalla metrica in Vn, oltre alle (2). (3) deb
bono valere le relazioni

(29) £ =

Dalla prima di queste derivando, e tenendo presenti le (26). 
si ha

(30) ars(n;fo;-f-iKi/oO = o.

Da questa — che corrisponde alla (13), da cui può ricavarsi in 
forza delle (27). (28). (29) — se <ï,;r è simmetrico rispetto a v. À (il 
(die accade certamente se Vnt, V)f sono senza torsione (n)) e allora 
soltanto, segue anche
(31) a,.sn;;ro® =o,

cioè: gli —----- ) vettori IK;/ (v, X = 1, 2,.... m\ sono ortogonali a Vllt.

Questa d'altra parte, (corrispondente alle (15)), è la condizione 
perchè la connessione metrica in Vm sia quella che viene subordi
nata dalla connessione metrica in Vn, cioè, perchè sia la

proiezione ortogonale di yr'i\nr sulla m-giacitura tangente a Vm 
~ = tessendo due qualunque vettori di PK) (12). .
Supponendo le (31) soddisfatte, e quindi anche le

(32) — n;f = o,

si ha dalle (31) derivando

(33) a,.s0® VtD;/ -E- = 0.

Le (2). (3), (30) (o al luogo di quest’ultime, le (31). (32) ) espri
mono l'appartenenza di Vin a Vn e la subordinazione della sua 
connessione metrica a quella di Vn.

(H) Più in generale l'annullarsi della parte emisimmetrica di 
esprime che il vettore di torsione di una faccetta piana di Vm in P è il 
Decomponente del vettore di torsione della faccetta medesima, conside
rata nella Vn ambiente.

(12) Per le varietà senza torsione, la subordinazione della metrica di ITm 
a quella di Vn porta sempre come conseguenza che anche la connessione me
trica di Vm è subordinata a quella di Vn ; questo è conseguenza di un noto 
teorema di Weyl 0a connessione metrica, se è senza torsione, è determi- 

a \ 
nata dai tensori ytj.
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5. Verrò infine a mostrare come dalle (2). per una Vllt a ten

sore di curvatura simmetrico, tenendo presenti le (3). (31). (33) 
b

seguano delle semplici espressioni per le eòe contengono in
particolare la formula indicata nella nota (cit. (r) ) del prof. Tono lo.

Fissata la scelta del fattore di normalizzazione delle ars. e 

quindi anche delle 6;.,,.. abbiamo dalle (2). moltiplicando per e 
sommando

— Vp.-V?) — Rstìic Ûn. ù; o" 0,\ — Fu.vm .

Per le (33) queste possono scriversi :

(34) ff;,e;.;r — -f t?67ì1(. o* o' o“ o,r,

cioè per le (1). se scriviamo por 0^. .

Queste sono Io «‘spressioni cui accennavo. So in particolari» 

ilo (32) sono soddisfallo) o i tensori Rstitr> • 'f s011() nulli, cioè 
b

la V è un <‘ncli(b‘O. si siduce al simbolo di prima specie
r-«». gè) di Blemaxn. e si ha quindi, essendo per lo (32) .r.'v = .

(3G) (V(-). g a) — U;.,. :

formula ein*. se lo linee coordinati* in Rn sono cartesiano ortogo
nali. si ridilo«* appunto a quella data dal prof. Vitali, nella forma 
oh«- il prof. Tonolo ha indicato (13).

Bologna. marzo 1(J28.

I13) IVI «aso a? — 2 la formula ora già stata data «la E. E. Levi, Saggio 
aitila teoria delle superficie a due dimensioni immerse in un iperspazio. 
I Annali Snida Nomi. Sii]), «li Pisa ». vol. X. 1905]. p. 22, form. (9). Se 
poi ut■ =--= 2. h = 3 ( IN in /o>) la (30) si riduci» a una formula notissima, 
audio mcontoiiionb* ricordata su questo < Bollettino» (l'ultima formula 
«Fila Nota Sulla, trasformazione assoluta.... di IL Tauceu : VII, 1928, pa
ni m- 14-1 s;L I >' !'!)«, «piosto indicazioni alla cortesia del prof. Vitali.


