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PICCOLE NOTE . 95

Sull’ espressione differenziale Xdx + Ydy + Zdz.

Nota di FrRaANCEsSCO SBRANA (a Genova).

1. Da una Nota del prof. GoFFREDO VITALI pubblicata nel-
I'annata 1926 di questo « Bollettino » (pp. 123-124) risulta che se
M = M(x, ), N= N(x, y) sono due funzioni continue dei punti di
un rettangolo S del piano (x, y), coi lati paralleli agli assi coordi-
nati, la condizione necessaria e sufficiente perché 1 espressione
differenziale

Mdx + Ndy

sia un differenziale esatto in S, & che si abbia

* y Y ®
JJ[{JU. mnde -+ ’N(xo, dy =y Nix, i)dy +jﬂﬂ.r. 11)de.
Xo !Q/o Yo ;vo

per tutte le coppie di valori (x,, 7,) e (x. ¥). che corrispondono a
punti di S.

Di questo risultato ha dato un’elegante applicazione alla teoria
delle funzioni di variabile complessa il prof. ANGELO ToxoLo (Y).
Non sembra invece sia stato rilevato che il risultato stesso si
estende in modo agevole al caso delle funzioni di tre variabili.
Si trova infatti che: se X = X(x, 9, 2), Y= Yl(x. y. 2}, Z = Z(x, 1, 2),
sono fre funzioni continue dei pumti interni a wn parallelepipedo S,
con le facce, parallele ai piani coordinati, A condizione necessaria e
sufficiente perche Uespressione differenziale

(1) Xdx + Ydy + Zdz

sia wn differenziale esatto in S, ¢ che si-abbia

X 1 2
JX(x. o 2o+ Y, .y, 2)dy »+—J Z(xy. Uy, )z =
Lo o e
a - s
(2) :J Y.y, 2)dy +J Zx. . Bz +J Xt iy 2)da =
o 2o oy

2 ** U
:J Zlx . 2z + ‘ Xteo . z)dy +J Yixy. 1. 2,)dy,

EN s Ho

(1) Atti del R, Istituto Veneto di Seienze. Lettere ed Articanno Aeeade-
mico 1926-1927. tomo LXXXVEL pp. 1-15.
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per tutle le terne di valori (x,. ¥,. z,) € (X. ¥, z), che corrispondono
a punti di S.

Di qui segue poi, facilmente, che se X, Y, Z sono tre funzioni
continue dei punti di S, e se & nullo Uintegrale dell’ espressione (1),
esteso ad una qualunque spezzata chiusa, coi lati paralleli agli assi
coordinali (supposta percorsa in un determinato verso), I’ espressione
stessa & un differenziale esatlo (in S).

Quest’ ultima osservazione ci sembra particolarmente notevole,
per l'interpretazione che se ne pud dare nella Meccanica. Se. in-
fatti, S ¢ un campo di forze F (posizionali), di componenti X. Y. Z
(continue in §), basterd che il lavoro di F sia nullo in corrispon-
denza di ogni cammino del tipo ora specificato, perche la F sia
conservativa in S. Con questo, crediamo diminuita la difficolta che
si presenta di solito, nell’insegnamento della Meccanica razionale,
a volere stabilire rigorosamente (senza far ricorso alla formula di
StocKkEs, non sempre dimostrata nei corsi di Analisi infinitesimale),
che se il lavoro di una forza posizionale ¥ & mnullo in corrispon-
denza di ogni cammino chiuso in S. il lavoro elementare [rappre-
sentato dalla (1), & un differenziale esatto.

TUn altro vantaggio palese & rappresentato dal fatto di non
richiedere 1'esistenza delle devivate di X. Y, Z.

2. Per dimostrare quanto abbiamo sopra asserito. supposto che
valga in S la (2), poniamo '

x Yy z
f=/flz y. 2) :jX{x, Y. 2)dx +J Y(x,, 4, 2)dy +fZ(xu. U, 2)dz.
Lo Yo 2o

Di qui segue
(3) g:c = X(a. 9. 2),

e dalle altre espressioni di f. fornite dalla (2)

; 7 .

=

— = Zlx, 1, 2):

az { ) J: ").

per conseguenza la (1) ¢ il differenziale di f.
Viceversa, supposto. in S.

KXfw. y. )dxe + Y(@, o, 2)dy + Zlx, y, 2)dz = df (. y, 2),
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sussistono, naturalmente, le (3), (4), dalle quali discende

€ZX y
flo, 11, 2) = j X(w, 1, e+t 2) = [ Ve, g, 21y +ooles 01 =
o Yo

() )
:J Z(x, Y, 2)dz -+ w4z, ).
Zy
Facendo successivamente &= xo; Y=, € T=2,, si ‘trova
‘l'} z
wlys %) :J Yy, 4, 2)dy + 942, ) :JAZ(oco, 1y 2)dz 4 ugf@y, Y
Yo 20
2 2 .
N = fZ (. 11y 2)d2 + 24f, 1) = j X (2, 9o, 2)da + wl1fy, 2)-
;5 Lo

X \ ?{
23, ) :jX (@, 1, Zo)dae +5,(4; %) :J Y, 3, 20)dy + 2424, 2):

oy Yo

menfre facendo nella prima di queste y=y,, nella seconda z—z,.
e nella terza x = x;, risulta

/ 2
“o{2; 2,) :jz(wo7 Yoy 2)2 -+ oy, Yob

x
(7 23, o) :J‘X(x Yo zoldx + 4y, 2,),
Lo
Z.]
RUTREN| :J Yy, s 2)AY + (2, ).
Yo »
Dalle (6}, (7), segue intanto
y :
", 2) :J Y, 1, 2)dy *5 2%0: Yo B2 - 4. 1),
Yo o
= X
(8) %5(2, ) :j Z(x, Y- 2}z "'jX(x" Yos Zo)de —+ 41(0s Zohs
2 Xo

Y

x 4 B
2l yl :jX (e, 71, Zo)dw +j Y@y 4 Zo)dY 4 (2, 2):

£y ‘ Yo






