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PICCOLE NOTE ' 135

Un’ estensione del concetto di assoluta comtinuita.

Nota di RENaATO CaccorpoLnt (a Napoli).

1. Di una funzione fle) a variazione limitata nell’ intervallo
ta. by si pud definire la rvarviazione Vp[f] su un qualunque insieme
perfetto P contenuto in («. ). Due procedimenti per il caleolo di
V.If] sono i seguenti: ’

1) Siano (p,. q,) (Pyy ¢)s... gli intervalli contigui a P in ja, b):
la serie Eff(g,) — f(p,)] © assolutamente convergents v si ha. dettane
n

S la somma, Vp[f]={f(b) — fla) — S.

2) Decomposto comunque (a, b) in intervalli parziali (in nu-
mero finito) si sopprime quelli esterni a P: siano (. 4. (=, .8, }
i rimanenti.

La somma Z[f(5,) — f(,)] ha per limite Vp[f]. al tendere a zero
n

della massima fra le lunghezze degli intervalli di decomposizione,

Indichiamo con P, la porzione di P contenuta nell’intervalio
(a, x) e poniamo 3p(x) = Vp [f]. La funzione yp(x) & a variazione
limitata; se risulta di pii assolutamente continua, si puo dire che
f(x) & assolutamente continua su P.

Ora, questa definizione si pud estendere a funzioni che non
abbiano variazione limitata in (a, b).

Per una simile funzione pud difatti risultare ancora convergente
il procedimento 1), essere cioé assolutamente convergente la serie

E[f(qw) - f(pw)]
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La variazione di f(x) & allora definita, secondo DENJOY (%), su P
come sui segmenti P, di P; perd la funzione ¢ plx) non & ‘pill neces-
sariamente a variazione limitata. Diremo f(x) assolutamente continua
(D) su P quando g(x) sarh assolutamente continua.

La variazione di f(x) su P pud anche definirsi mediante il pro-
cedimento 2), supposto convergente; questa seconda definizione non
& perd equivalente, nel caso generale, alla prima. Invero, la con-
vergenza del secondo procedimento implica quella del primo verso
lo stesso risultato, ma 1’inverso non ha. luogo. Se la proprietd 2)
& ammessa dall’insieme P (e quindi da ogni segmento P, di P), e
se ¢p(®) & a variazione limitata. f(x) @ detta da LusiN (}) a varia-
zione limitata su P; risultando di pitt ¢p(r) assolutamente continua,
diremo f(x) assolutamente continua (I) su P. _

Introduciamo ora la nozione di comntinuita quasi assoluta:

Se per ogni ¢ - O & possibile costruire in (a. b) un insieme per-
fetto P di misura maggiore di b —a—c su cui f(x) sia assolutamente
continua, e tale inolire che la disequaglianza | fix)— f(a) — ¢ p(x) | <& sia
soddisfatta in ogni punto di (a, b), si dira f(x) quasi-assolutamente
continua; e pédt precisumente quasi-assolutamente continua (D) o (L)
secondoche é stata adottata per la variazione di fix) su P la defini-
zione 1) o la definizione 2) (3).

Si dimostra immediatamente che:

Ogni funzione a variazione limitata quasi-assolutamente continua
& anche assolutamente continua.

L’interesse di una definizione come la presente, che estende
quella ordinaria di assoluta continuita. sta nei rapporti che essa
pud rivelare con una generalizzazione dell’integrale di LEBESGUE.
L’ ufficio cui nella teoria dell'integrazioné lebesguiana adempie la
nozione di continuita assoluta spetta, nella teoria della totalizzazione
di DexJoy, a quella di risolubilita (*); la ‘definizione i funzione
risolubile & perd greve e macchinosa, come tutta la trattazione di
cui fa parte, e nella quale non ¢redo possa dirsi che abbia trovato
assetto definitivo una dottrina generale dell’integrazione indefinita.

Ho avuto altrove (°) occasione di suggerire, esponendo un teo-

(t) Mémoire sur la totalisation etc. (« Annales de I'Ecole Normale »,
(111), 33, pp. 127-222), p. 156.

(¢) Sur les propriétés de Vintégrale de M. Denjoy (« Comptes Rendus »,
155, pp. 1475-77).

{?) Imponendo soltanto che P soddisfi la prima cond1z1one, si ottiene
una definizione di funzione a varinzione quasi limitata.

{9 Loe. cit, p. 178.

(®) « Comptes Rendus », 186, pp. 8323
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rema generale per il passaggio al limite sotto il segno di integrale
indefinito, una nuova definizione di integrale; questa esige péra‘ltro
ancora una mise au point, di cui conto occuparmi fra breve. Intanto
mi limiterd qui ad alcuni cenni sulle propriety delle funzioni quasi-
assolutamente continue, e sul legame fra la mia definizione di in-
tegrale indefinito e la nozione di continuitd quasi assoluta.

2. Ogni funzione quasi-assolutamente continua (D) & quasi ovun-
que asintoticamente derivabile (%).

~ Infatti, supposta f(x) quasi-assolutamente continua (D), potremo

" determinare in (a, b) un insieme perfetto P, avente misura arbitra-

riamente prossima a b—a, su cui f(x) sia assolutamente continua (D).

. Definiamo su P una funzione Y,(x), dandole per valore la somma

delle variazioni di f(x) sugli intervalli contigui a Pinterni a (a, z).
Si avrd in ogni punto di P

(@) S @) =fla) + $p) + p(@),

e derivando su P
df  dep ii_"}’_P dep

® il iy iy
. oo LA . dop dip
in quasi ogni punto di P; poiché le derivate T’ dE esistono

“quasi ovunque su P, e la seconda vi & quasi sempre nulla.

. La funzione f(x) ammette dunque in quasi ogni punto di P la
derivata relaliva a P; questa coincide con la derivata asintotica in
ogni punto in cui P ha densith 1, ciod ancora in quasi ogni punto
di P. Ma la misura di P & arbitrariamente prossima a b—a: il
teorema & cosl dimostrato. ,

Analogamente si dimostra che:

Ogni fumzione quasi-assolutamente continua (L) & quast ommque
derivabile nel senso ordinario.

8i completa in questo caso la definizione di ¢,(x) esternamente
a P ponen&o/ se x & interno all’intervallo (p,,, q,,),

¥ p(x) ¥ p(pn) + fl@) — flp,)

La relazione (@) vale allora in tutto (@, b), e nella (b) le derivate
possono intendersi calcolate nel modo ordinario (*).

(Y) v. DeENJOY, loc. cit., p. 170. ; »
(*) Che la derivata di $p sia quasi ovunque nulla su lisegue dal fatto
che 2 convergente la serie delle oscillazioni di f(x) negli in ervali contigui
a P; il che 2 necessario affinche f(x) sia su P a variazione limifata secondo

. Liusin.
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3. Fin qui non ci siamo.perd ancora serviti della proprieti fon-
damentale che, secondo la definizione precedente, caratterizza le
funzioni quasi-assolatamente continue: quella cio® che 9,(x) appros-
sima la variazione di f(x) nell intervallo (@, x). Mostreremo ora come
da essa segua Y integrabilita, secondo Ia definizione di cui s'& fatto
cenno piu sopra, della derivata di una funzione quasi-assolutamente
continua. ’

Sia f(x) quvam-assolutumente continua (D) in (a, b). Prendiamo
una successione tendente a zero di quantith positive ¢, ¢, ¢,,..., ed
associamo ad ogni ¢, un insieme perfetto P, soddisfacente.le con-
dizioni di cui nella definizione fondamentale: possiamo supporre
P,> P, . Siavrd

lim :,',P"(a:) = floy — f(a)
N —— 0

uniformemente, e

daf

lim ¢p,, (x) = T

9 — 00 lx

d
quasi ovunque in {a, b). f dinotando la derivata asintotica.

oo d L
Ora le funzioni antr () hanno questa proprieta: che dato co-
g 1

munqgue ¢ > 0, si pud determinare un insieme perfetto P tale che
da un certo valore dell’indice » in poi sia

x
d d .
U A [ i =°
a P

risultando di pih dette fumnzioni uniformemente sommabili (*) su P
bastera all'uopo prendere P= P, essendo 2, <.

Le funzioni ot p, &) essendo pertanto quasi-uniformemente som-
mabili, i loro integrali convergono uniformemente all’iniegrale (?)
d
della funzione limite Eg—; Concludendo:

Ogni funzione quasi-assolutamente continua (D) & I integrale (nel
nuovo senso~convenuto) della sua derivata asintotica.

(1) Ciod dotate dihglaﬂ*u iformemente assolutamente eontinui. V. Ia
mia memoria Sull’ infegrazione de\[e funzioni discontinue (<« Rend. del Cir-
colo Matematico di Palermo », 52), § 6. .

) V. la mia nota citata.

3
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In particolare: .
Ogni funzione quasi-assolutamente continua (L) & [ inteqrale .
della sua derivata ordinaria.

Napoli. 19 Aprile 1925,



