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PICCOLE NOTE 237

Metodo generale per rendere periodiche
delle funzioni qualsiansi rappresentate da serie.

Nota di LeTTERIO LiaBOoCCETTA (2 Roma).

Se si ha una funzione y= flx) analiticamente definita in un
intervallo (@, b) ed alla variabile x si sostituisce una funzione pe-
riodica vr(x) della variabile stessa che ha come periodo il detto in-
tervallo, la funzione data si trasforma in un’altra y, = fls-(x)] che
& periodica ed ha anch’essa 1'intervallo (@, b) come periodo. In ge-
nere perd non si ha nell’intervallo («, b) coincidenza delle due fun-
zioni. Affinche in tale intervallo sia f(x) = flo=(x)] bisogna che u-{x)
sia, in ogni periodo, o in ogni intervallo del periodo se questo com-
prende pil intervalli parziali, una funzione lineare della variabile
e quindi una di quelle funzioni periodiche che per la forma dei
loro diagrammi sono dette poligonali.

Mi propongo qui di mostrare quali siano le funzioni poligonali
da adoperare nei diversi casi, estendendo ulteriormente, con parti
colare riguardo alle funzioni espresse da serie, il metodo gid esposto
in una mia Nota (}) sulla rappresentazione analitica in forma
finita lelle funzioni i cui diagrammi sono costituiti da uno o pin
archi di curve di natura qualsiasi periodicamente ripetuti.

1, Se & ¢ il valore dell'intervallo che si vuole assumere come
periodo e nel quale la funzione & definita. e estremo sinistro di

() « R. C. Ace. Naz. dei Lincei », 22 aprile 1923,
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questo intervallo cade mell’origine, la funzione y={(x) si rende

periodiea ponendo in essa cFr,E invece di »

(1) y= f(c Fr Z—”)

Qui con il simbolo Frz & indicata la funzione « frazione di x »
(cioé x — Ix), chiamata pure « mantissa di X » ed indicata anche con i
simboli M(x), B{x), p(x). Poicheé Frx ha il valore x fra 0 e 1, si scorge-

che nella (1) ¢ indica il valore del periodo, cFr-cg—B variando perio-

riodicamente da zero a c.
Quindi se la funzione data & la serie geometrica (})
+o0

2) 1/(1——x):JxI‘*dv:1+w+x'+x3+...f ‘
0

che & convergente mell’intervallo (0, 1) rappresentando in esso la
funzione 1/(1-— x), essa si rende periodica, con questo intervallo
come periodo, scrivendo

-+ 00

3) (1 —Fra)—! =J (Frax)fvdv =1+ Fra + (Fra)*....
g

e si ha cosl una funzione definita per qualsiasi valore di x da — oo
a + oo e che coincide con la (2) per 0 <z <1, e 0 <<v.

- 2. Se nell’intervallo preso come periodo, per es. (— ¢, +- ¢) cade
I’origine, ed esso comprende percid anche valori negativi della va-
riabile, allora, poiché Frx & una quantithy essenzialmente positiva,

qualunque sia # fra — oc e + oo, invece di 2¢ Frgc bisognerebbe
. T +
porre —c+ 2¢ Fr —26—9 al.posto di .
Cosl per la serie geofnetrica
»0-00‘
@) 1/(1 — a%) = ’ Wy =1 + 2 + 2+ &+ ...

0

() Ho gia mostrato in una Nota (« R. C. Acc. Naz. dei Lincei », mag-
gio 1925) che.ogni serie pud esser rappresentata in forma finita da una
funzione (dell indice) scalariforme.il cui integrale da 0 a + oo da la somma
della serie. Scrivo accanto ad ogni' serie la corrispondente funzione che la
rappresenta, per v variabile da 0 a + c.



PICCOLE NOTE 239

che & convergente per |z <1, volendo prendere come periodo 1’in-
tiero intervallo di convergenza da — 1 a -+ 1, bisognerebbe invece
x+1 '

i gy — 1 -+ 2 Fr
di x porre — 1+ 2 3

. La scrittura perd si semplifica rifiet-

1 1
tendo che — , + Fr <x+ _2) non & altro che la funzione (z) di RIE-

MANN, la quale ha appunto il valore x nel primo periodo da
1 1 . .

— , i -+ 5. denominata -« eccesso i x » e rappresentata anche con
2 2

1 :23(?).

Rixy {). Si scorge percid che, essendo — 1 + 2 Fr

2

per rendere la (4) periodica nel modo indicato, basta scrivere
£]2,—1 MY 21
5 b (30)’_"“—!5») (.x g;u\~ fop(Z® ? s-) x t
(5) ’1 "{R‘Z | = '.‘R\_z (l1_1+(-R2 $+?_,R2 %-4—
1]

3. Si pud ottenere che nella funzione trasformata i valori della
funzione si succedano in ordine inverso di quello che hanno nel-
I'intervallo della funzione originale corrispondente al periodo.
Basta percid nel caso, dell intervallo (0, ¢) comprendente solo va-
lori positivi della variabile, porre ¢ Cm%cinvece di x nella funzione
data e mnel caso dell'intervallo (— ¢, + ¢} comprendente I’ origine

2
porre — 2(‘R<

x-). scrivendo quindi

(6) y = f(c Cm f)

@) y= f<~ 2R ;Z)

Qui con il simbolo Cmx & indicata la funzione « complemento
di X » ciot la frazione che bisogna aggiungere ad x per formare
I'intiero immediatamente superiore (x + Cm x = Ix + 1)

Poiché Cma ha il valore 1 —x fra 0 e 1, si scorge nella (6)

3 x ) . .

¢ indica il valore del periodo, ¢ Cmc- variando periodicamente da
¢ a zero. .

Riprendendo percid 1'esempio della (2) sara

400 ’

® 0 Omay ={Cmed =1+ Om e+ (Omaf - .
‘ " 0

() J. TaoMAE, Vorlesungen iiber bestisnminte Integrale und die Fourier-
schen Reihen. G. B. Teubner, Leipzig, 1908, p. 20, § 83.
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una funzione che rappresenta I’identica successione di archi
della (3) ma perd rivolti dalla parte opposta.

Nel caso della (4) la sostituzione di — 2R <§) ad @« non porte-
lgebbe ad un risultato diverso dalla (5) e cid perche si tratta di
una funzione pari e l’arco corrispondente all’intervallo fonda-
mentale & gia simmetrico rispetto all’asse delle y. Se perd questa
simmetria manca, come ad esempio & il caso per la funzione

—+00

- X at ad
9) e :Jx“lv!—‘dv =1 +{1 o+ gyt o
0

allora le due sostituzioni 2R<g> e — 23(;) danno risoltati diversi

e si ha cioé rispettivamente

21(3) T o) 1 2m(5) 2(n(3))
(10) e :J ?2R<2)\ Iv!I'dv=1+ R 3 4.
0
7 A\ 2
(2 L 2r(3) 2(n(3))
0

la seconda delle quali, come si scorge, deriva dalla prima appli-
cando a questa un fattore alternante #2Iv il quale la lascia inva-
riata nei periodi di ordine dispari e ne cambia il segno nei periodi
di ordine pari (%).

4. La stessa simmetria delle due semionde posseduta dalla (4)
si pud ottenere anche nel caso di una funzione dispari ponendo
per x, invece della R(x), la funzione che si ottiene moltiplicando
questa per un fattore alternante che ne cambi il segno nci periodi
di ordine pari. La funzione che ne risulta & quella che in un mio
seritto (t) ho proposto di chiamare poligonoide indicandola con Plg (x)

() Per le diverse forme ed applicazioni del fattore alternante v. il mio
seritto: Metodo per la rappresentazione analitica sotto forma finita delle
funzioni periodiche poligonali comunque irregolari, « Elettrotecnica », 1924,
n.i 19.20-21.

() Sulla esprimibilitac mediante equazioni di taluni vincoli finora rap-
presentati in meccanica con disuguaglianze o limitazioni, « Politecnico »,
n.i 1112, 1923, v. § 12 dove sono date varie altre espressioni di Plg (x).
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e si ha quindi la notevole relazione:
1+

(12) Plgx:2R<—§>i2[T.

Per conseguenza nella serie, convergente per +1>x> —1.

~Ho0 5 .
21421y 23 55 a7
13 are t == 5 'i2Iv —_—xr—5 _ — = vee
(13) g 1+21v = 3 +3 7+
0

ponendo Plg > invece di x si ha

“}-00

(Plg )t 1 21v
1+ 21y

(Pl oy Plgar

(14) avc tg Plga = 5 5

vy = Plg x
0

ogni periodo della guale comprende due semi onde simmetriche
rispetto alla parallela all’asse delle 7 condotta per I estremo
comune.

5. Se lintervallo (0, ¢) che si vuol simmetrificare assumen-
dolo come semi periodo trovasi tutto da una stessa parte. quella
positiva, dell’ origine, bisogna per x porre una funzione che coin-

cide con ¢ Fr p nella prima meta di ogni periodo e con ¢ Cm Py nella

seconda metd. Questa funzione non é altro che la poligonoide
« raddrizzata » ed, indicandola brevemente con Plgr & chiaro che
xi ha

{15) Plgrx = |Plga|=2R (‘;) 20,

Percid si rende periodica e contemporaneamente si simme-
trifica la serie geometrica (2) scrivendo

.

-+ oo
(16) (1 —Plgrx)’ :f(PlgR x)vdv =1 + Plgr & + (Plgrx)* -+ ...
0

6. Un altro metodo infine per avere una funzione periodica
con onde simmetriche partendo da un intervallo nel quale la
funzione originale non & simmetrica, consiste nel sostituire ad wx,
nel caso dell’intervallo (0, ¢) tutto da una parte dell origine,
prima Frz e poi Cma e nel caso dell'intervallo comprendente
Vorigine (— ¢, + ¢) nel sostituire invece prima R{x) » poi — R(x)
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facendo quindi la somma o la differenza delle due funzioni cost

ottenute.
Operando, ad esempio, sulla funzione esponenzlale (9) le sosti-

tuzioni 2R(§) e — 2R(§) si hanno prima le due funzioni (10) e (11)

€ poi prendendo la semisomma
xX @x
e2R(§) + e__gR(E) =Ch2R (i;) .

Si & cost reso periodico il coseno iperbolico con I'intervallo
— 1. 41 come periodo. In modo analogo, sempre partendo dalla
funzione esponenziale, si possono rendere periodiche anche le altre
" funzioni circolari ed iperboliche assegnandone ad arbitrio il pe-
riodo. In particolare se si assume come nuovo periodo la lunghezza
della semi onda di una funzione che & gia di per sé periodica
sostituendo Frx ad x si ottiene come risultato la funzione stess
raddrizzata. Cosl per esempio

{17

X 1 ‘ urFr~ —iﬁFrf)
(18) : yT:sell::Fr::;”e La— it

7
w &

rappresenta la sinusoide raddrizzata.

7. Riassumendo le cose dette innanzi si pud dire che data
una funzione rappresentata da una serie di TAYLOR, nella forma
di Mac LAURIN

19) fl@)=1(0)+ 1 70) + % £10) +

convergente in un certo intervallo (0, ¢) o (—¢, +¢) essa pud
esser resa periodica con un periodo arbitrariamente assegnato,
purch® non superiore all’intervallo di convergenza, operando in
uno qualsiasi dei modi indicati innanzi; e cosi se & (0, 1) I'inter-
va¥ di convergenza e questo intervallo si vuole assumere come
perodo, la funzione . _

Froa Fr x
(20) fEr 2) = f(0) + 5 [1(0)+ ) £10)
sard una funzione periodica sussistente per —oco <x <+ oo e

<he nell’intervallo (0, 1) coincide identicamente con la (20) dando
_luogo a quella « espéce singuliere d’osculation finie » la mnecessiti
della- cui ammissione nell’analisi applicata a questioni fisiche era
stata segnalata gid da FoURIER (*). ’

(Y) Théorie Analytique de lu chaleur, § 230.
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8. E chiaro poi che tutto quanto & stato detto per le'/funzioni
appresentate da serie si applica pure alle funzioni rappresentate
da prodotti infiniti

n=00
y= [T+ fhan
n=1

cosiccho. per esempio, essendo per la funzione gamma

“+00 1\«
./‘l!: Lt vidy ":"""‘(1 -+ /l;)
21) 'l +x)=¢" = o

o
n=1 1 4 -

3
1\ a1
. v) = (1. + E) (1 + IJ’) .

sostituendo in essa Fro ad »

«on

o0 ‘ ] i
j]t-’.“ UFrw. vidy "“—”“(1 -+ n

29 (1 - o) =— el X e [N A
{22) 'l -+ Frao)=—¢ =1 T
FIRES B
n"
si ha una funzione periodica, univoca. finita e continua da — o

# oo che in ognuno dei suoi periodi assume i valori chie Iy
funzione I'(1 + z) assume nell”intervallo 0 <<wx <C1.

Roma. 1 novembre 1928.



