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PICCOLE NOTE

Normali di particolari superficie con il a., 
a quattro dimensioni.

Nota di Giuseppe Aliprandi (a Padova).

Il prof. Angelo Tonolo — in una Nota di cui Egli gentil
mente ha voluto consentirmi la visione del manoscritto —. ricor
rendo alla rappresentazione cartesiana p). è riuscito a determinare

(*) A. Tonolo. Tiefer miuazioue di un particolare sistema di normali 
delle superficie dello spazio S4. (È in corso di stampa nelle « Memorie della 
B. Accademia di Torino »).
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una coppia di normali a una superficie del S4, analoga a quelle 
principali del Vitali (’). >

Lo stesso risultato si può vedere in modo sintetico, — come 
si vede nella presente Nota —, ricorrendo alla rappresentazione 
funzionale (*), con il vantaggio di una maggiore comprensione, in 
quanto che le considerazioni si estendono a tutte le con il a 
4 dimensioni e con il <r3 coincidente con il

L Sia
f—fìt, «J

l’equazione di una Vt avente il <r2 a 4 dimensioni e il 73 conte
nuto nel riz.

Se Z è un parametro di <r2 normale a Vt ; se Zh, fh indicano, 
qui e nel seguito, derivate rispetto a uhì e fhì1i il sistema derivato 
secondo covariante di f rispetto alla forma

2
(1) ds* = 2ars du,, du,, — ffr fs dtj

che dà il quadrato dell’elemento lineare, si ha

(2) fahdt = 0

s

e quindi, derivando rispetto a uk9 poi introducendo le derivate 
seconde covarianti e tenendo conto della (2), si ha

(8) J Zk fh dt = -^Z^dt = ~^Zflt.kdt = -zh.k

S g s
dove

Zh.k —^Zfk>k dt.

9

G. Vitali, Sopra alcuni invarianti associati ad una varietà e 
sopra 1 sistemi principali di normali delle superfìcie. In « Annales de la 
Société polonaise de mathématique », tomo VII, anno 1928, pagg. 43-67. 
Cracovia. [Sarà richiamata con (A)]. — Sistemi principali di normali ad 
una 5varietà giacenti nel suo o2. In « Annales de la Société polonaise de 
mathématique », tomo VII, anno 1928, Cracovia. [Sarà richiamata con (_B)].

(3) G. Vitali, Geometria nello spazio hilbertiano. Memoria. « Atti del 
Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti ». Anno Ace. 1927-28, 
ionio LXXXVTT, parte seconda, pagg. 349-428.



PICCOLE NOTE -7

Determiniamo ora due costanti a e ß in modo che sieno soddi
sfatte le due equazioni

(4) = 0 (Â=1.2>
s

ossia in modo che il parametro

(o) (Z)* = Z*4-xf

sia ortogonale ri V2.
Per la (3), le (4) diventano:

j aan 4- ßa2i =

/ aa12 -+-K» = «»,*•

Risolvendo si ha:

Äa. ^rr ~ ^21 • fi ^12
a ' a

dove a è il discriminante della forma (1). È quindi, dalla (5).

a
(ai 7 S),ÄaM — ^,*0«(6) z* — (Z|*-------------- - -----------/i — ------------ - ----------- 12 •

2. Denotiamo con X e Y, due parametri normali di direzione, 
giacenti nel cr2 e ortogonali a Vz. Se P è un punto della V2. il 
piano v normale in P alla Vz, ha F equazione

mentre il piano v' normale a P2 in punto P' sufficentemente vicino 
a P, è, conservando gli infinitesimi di 1° ordine,

—— f 4- /jd'Wj + 4~ -Xjdt/’i + —h 1 -+- YjdU j 4~ 1

Tenendo conto delle (6), si ha

cp = f -+- X[X 4- (X)j ài 4- (Xjzàz^ + ;x[Y+ (Y)ldul 4- ( Y)tdn2] 4-

(, /ajj.i u.,2 — a?2, a21 , — #2,2 u21 4- , V /
4- ài — --------- ---------- - à, 4--------------- 2,2 21 1 2 22dn2 A - (... a

X \ 1 « 2/ I
+ ; à, - «...a. rf„irf,À . a,

dove, per ogni ; !, la (....) sta a indicare termini analoghi a quello 
scritto nella prec edente ( ), con la pura sostituzione delle // alle r.
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Il punto Q comune ai due piani v e si trova annullando i 
coefficienti di fi ed f2; esso è qùindi definito dalle equazioni:

( du, = Xdu + + ,4...)

(71
dut = X a a dutæi,1 æi, 1------- -------- à, 4-

A questo sistema (7), sostituiamo il sistema di due combina
zioni lineari delle sue equazioni, ottenute moltiplicando la prima 
per an e la seconda per a21 e sommando, e poi la prima per aki e 
la seconda per a22 e sommando, cioè

(8) ! ’1 ’2
l +~x2fi

dw2) 4- àià2) — »,ì 4- tt2i dut 
du,) 4- ,1 à, 4- -/2., da2) = alg du{ 4- a22 da2.

Poniamo

e analoghe, cambiando x con y. E infine poniamo:

H
»1,1 »1,1

Risolvendo le (8), si ha

Mi, i ài^ 4- 2cvi,z ài à2 4- M2,2 à22 
ài E 4- 2H12 ài dUi t Æ22 à/ 

ài E 4- 2r/i,2ài à2 47 , 2 du/

Hì, du/ 4- 2H1? ài dut 4- dut2

E allora il punto tz, è dato da

f 4- X[A 4- (A)1 dî-i 4- (A)2dtf2] 4- jxfy 4- (3T)j à-i 4- 

dove le À e [a sono date dalle (9).
Facendo poi tendere dux e à2 a zeiD, il punto Q tende a un punto

Ç = f4-XX4-^y

•che. è evidentemente quello trovato dal prof. Tonolo.

3. Se poi poniamo
'pr ,s == , s »r,., F



PICCOLE NOTE

si vede che le sono, i parametri che figurano nella nota (A) 
del prof. Vitali. Partendo da queste, la ricerca delle normali prin
cipali del Tomolo. si conduce operando sulle o,..Ä come il prof. Vi
tali opera nella nota (B>. sulle per cercare le normali prin
cipali.


