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PICCOLE NOTE 87

Funzioni di Bessel di composizione.

Nota di Giulio Platone (a Cagliari).

Sunto. - /Al., ottenute le funzioni di Bessel come una particolare fun
zione dell’ Esponenziale di composizione, costruisce da quelle, mediante 

una trasformazione del Volterra, i nuoci funzionali In ed In che 
chiama funzioni di Bessel di composizione di prima e di seconda 
specie e trova parecchie equazioni integrali ed integro-differenziali 

alle quali questi soddisfano. Esamina il caso in cui le In apparten
gono al gruppo del ciclo chiuso.

1. Passaggio dalla funzione esponenziale di composizione 
alle funzioni di Bessel. — Eseguiamo nella funzione esponenziale

v

una sostituzione del prof. Volterra, cioè sostituiamo ;0 con FJ^cy) 
e ; con F(xy), dove F^xy) e F(xy) sono due funzioni finite, con
tinue e permutabili tra di loro e consideriamo i prodotti delle F 
come operazioni di composizione di prima specie. Si otterrà un 
funzionale misto di Fo e F e del parametro % (serie di composizione) 

il quale, una volta fissate le funzioni FQ e F, è una trascendente 
intera del parametro z e considerato come funzione delle varia
bili x, y è permutabile con le F (x).

Se prendiamo _F0 = 2'llw+1, n > 0 e F =■ 1 il funzionale (2) di
venta una funzione permutabile con V unità e quindi funzione 
della differenza y — x (2), che rappresento con V(z; y—x).

(l) Vedi V. Volterra, Leçons sur lès fonctions de lignes, pag. 139, § 10. 
(') Vedi V. Volterra e J. Peres, Leçons sur la composition, pag. 9, § 9.
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Sarà quindi

7(g. _y _*Ì., +*+1y (-1 -x}',+k

2h+2A f(& -+-1) V(n 4- k +-1)

il quale è una funzione olomorfa rispetto al parametro z ed è 
permutabila con F(xy). Chiameremo questo funzionale, funzioni di 
Bessel di composizione di prima specie, e lo rappresenteremo con 
J.&- aO (0-

Proponiamoci di dimostrare alcune delle principali proprietà 
di queste nuove serie di composizione Jn.

È noto, che le trascendenti Ju(z) soddisfano l'equazione, diffe
renziale di Bessel

Se ora scegliamo x e y in modo che sia

z
y — *=2i

laTN{z\y— x) si trasforma nella serie

che non è altro che la funzione JM(s) di Bessel, la quale, per 
quanto abbiamo detto sopra, è convergente in tutto il piano z.

2. Funzioni di Bessel di composizione di prima specie. — 
Sostituiamo nella (3) z con zF(xy) dove F è una funzione arbi
traria, finita e continua, e consideriamo i prodotti di F come pro
dotti e potenze di composizione di prima specie. Otterremo un fun
zionale misto di F e di z 

(3)
n2d2f 1 df 

dz2 z * dz

e sono legate dalle relazioni ricorrenti

2%
(6) ~ Jn “ 1 "*■  Jn hi

__  T 1
v) —“n—1 e,n4-l

*■ * z~F*  z±F± *
(9 Se « — 0, sarà Jo = 1°---sjr -+- §Ï2Ï2! — — : J° contieno PosPres’

sione simbolica 1".
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che combinate tra loro danno l’altra relazione

(8) -!j1 ' fa —dn- 1 +1

da cui segue
^'"Jn —- Jn—r ~+~ 'Ä<4- 2

e per induzione

(9) w=sj1!_s+2+ ßk_,+4 4-.... (- i)v„+J=È(-
\^/ 0 W

Se ora sostituiamo nella (q) z con zi e poniamo I — si ha,
dUi)f osservando che —
dz

1 V •: Tik > l’equazione differenziale az

(ll)| "à '

che è verificata dalla trascendente intera

l___ \ \hgn + '2kì ìk

che rappresenteremo con I)t(z; ;0, ;) o più semplicemente con Iu.
Sostituendo ora nella (10) ; con F{xy) e ;0 con F0(xy), dove F 

e Fq sono finite, continue e permutabili tra di loro, e conside
rando i prodotti delle F come operazioni di composizione di prima 
specie, si otterrà l'equazione integro-differenziale a limiti variabili

era del * * *

(*) Vedi V. Volterra, Leçons sur les fonctions des lignes, pagg. 153 
e 198 ; oppure V. Volterra, Sopra una proprietà generale delle equazioni 
integrali ed integro-differ en siali. « Rend. Acc. dei làcci », vol. XX, 2° se
mestre, fase. 3.

(-) Se n4=9 si può prendere g0 = l e considerare solo i prodotti di F 
come operazioni di composizione. In tale caso la funzione di com posi
zione In, non conterrebbe l’espressione simbolica 1° (vedi nota (‘) alla 
pagina precedente), sarebbe permutabile con F e coinciderebbe con Jtl. In 
altre parole, siccome la JQ non soddisfa alle condizioni richieste per appli
care il teorema di Volterra, introduciamo la In = £9Jn la quale per n = 0 
ì trova nelle condizioni su accennate.

(12) s2 7 +- 9 4- -t- - n2rp
y 7 dz' dz 7

la quale, per il teorema di Volterra (x) è verificata dalla fun-
* * * * ' se

zione di composizione In(z; _F0, F) = FQJu(zF) che rappresentiamo 
con IH e che chiameremo funzione di Bessel di composizione gene
ralizzata (2). *
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Sarà quindi
* — (—
In — 2j 2»»4ri*  r(fc 4- l)r(# 4- k 4- 1)

che considerata come funzione del parametro z è olomorfa, e come 
funzione di xy è permutabile con F.

Inoltre siccome le funzioni Jn soddisfano le relazioni alle diffe
renze e differenziali (6), (7), (8), (9) le funzioni In saranno legate dalle 
relazioni

e quindi le funzioni di composizione ìn ; Zn_t= Iìl-Ì(z ; xy); 
In+l = In+1(^; xy), per il già citato teorema di Volterra soddisfano 
le equazioni integrali e integro-differenziali a limiti variabili ad 
esse correlative

/ 2nln — zF(In_x 4- In+ j)

che possono anche scriversi

(16)

xy)=z^F(^[In_1(z; fy)

y 
dLÀz; xy) f

2 —= SJxijì — in+i(z; &j)]&

, y '
: ir?/) f

è cz = - /„ss; ^)]

g Li
'2" =2*  !)*(!)

I o
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Se in particolare prendiamo F= F(} — 1 : la (12) diventa

Z' ~—7^---- •+■ s----- ~------ L V2 yy—x^(z; y—;)d;—nx^z: z/-.r) —0

e la soluzione

”?/ u| ~ Zj2"+^ r(ÄL-+-i)r(n -E

Le Zja: //— <r) saranno permutabili con l'unità e quindi ap
partengono al gruppo del ciclo chiuso. Le (16) pigliano la forma

n
2"TX - U — ■-f) — Z I \C-X L-U*  : !) ~

u

Z„(a: ?/— a-) r r „ ,
-------à------- ~ ?/ —’• - L+.iz: y —

3. Funzioni di Bessel di composizione di seconda specie. — 
Nel numero precedente abbiamo considerato i prodotti delle Flxij) 
come operazioni di composizione di prima specie. Oltre alle equa
zioni integrali e integro-differenziali a limiti variabili così otte
nute ed a cui soddisfano le li)t si hanno anche quelle che si 
ottengono considerando i prodotti delle F come operazioni di com
posizione di seconda specie.

Così, siccome dell'equazione differenziale (10) si conosce la 
soluzione (11) avremo sempre per il teorema di Volterra che la 

funzione di composizione di seconda specie F{iItl{zF] \n numero na

turale) che coi risponde alla (11) e che rappresentiamo con ìlt

y _V(~1
V —2d 2"^2/,A'j!

= E'«FTJJ-J O.... 
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è soluzione dell’ equazione intpgro-differen zi a le a limiti costatiti. 
corrispondente alla (10)

(18)
, ö-I(sF) àF) 

ss- ■*" s ' ?e
si:*  Hch sf:*

^(z'F^(zF)~-u^(zF).

I funzionali misti una volta fissate _F0 e F. saranno trascen
denti' intere (*)  del parametro z e soddisferanno le equazioni inte
grali e integro-differenziali a limiti costanti 

(19)

2nl„ — zF\Itl_1 1„+,

correlative alle (8). La sola differenza tra le (12) e (15} del il° 2 e 
le (18) e (19) del n.° 3 è che nelle (12) e (15) i limiti d’integrazioni 
sono le stesse variabili x. y che compariscono nelle funzioni F(\xy} 
e F(xy) : mentre che nelle (18) e (19) i limiti sono costanti e quindi 
indipendenti dalle variabili x e y.

Cagliari. 28 febbraio 1929.

(') Le In una volta fissate FQ e F sono trascendenti intere perchè 
sono tali anche le (il), cioè le L(s; g0, è).


