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Una formula di Waring ed alcune identità trigonometriche.
Nota di Letterio Toscano (a Messina).

Sunto. - In questa Nota si deducono alcune identità trigonometriche appli* ■ 
• cando una formula di Waring ed una identità trigonometrica del

S1BIRANI.

(1)
f n
2^ï

§ 1. Il Prof. F. Sibirani (r), considerando il determinante di 
Vandermonde formato con le successive potenze delle radici nesim* 
dell’ unità, dimostra l’identità

n—1 \

k-1
/n —1\ , . . , , n—lcon El—uguale al massimo intero contenuto in —g—

(9 Cfr. « Bollettino Unione Matematica Italiana », anno Vili, 1929, n. 1, 
pp. §3-25: Sviluppo di alcuni determinanti ed una identità trigonometrica.
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In questa Nota mi propongo di dedurre delle identità analoghe, 
sfruttando una formula di Waring e la precedente del Prof. Si- 
BIRANI. •

ß 2. Posto u -+- v = x,' = y, un G- ~ Sn., con n intero e
positivo, si ha la formula di Waring (*):

_ n n(n — 3) , , n(n — 4M — 5) , a ,
Sn — xìl — j- xn~*y g---- g-j—' xn~4y2 —---------g-y——-—- xn~6y3 g-

. 4- .... -H (_ 1), w(M ~ r + W - *• + 2) ... (* - ar'+1) æM_2iy. .....

1 1 •' 

Se u = + v~(a — bi)n, p ~ Va2 g- b2, con r — — 1,
1' 2

segue y — (it2 h- b2)n — pw, = 2a e la formula di Waring diventa

2 4 6
*» + w(w^3) 0« - H(n-4)(w-5) 5 _ _
•Æ/ I 2 I <X/ ---- 3 ’ r •••• «tv —. V«

Quest’ultima relazione è stata considerata come equazione al
gebrica (2), di grado n in x; e si è dimostrato che le sue radici sono 
reali e date dalla formula risolutiva

n n Z 9 2à>x — 2pw cos I L 1-------
\n n / '

per k = 0, 1, 2,...., (n —1); essendo inoltre

a = p cos <p, b = p sen <p.

Per n = -3 si ha l’equazione
2

a:3 — 3p3#— 2a = 0;
2

e ponendo —3p3 —p, —2a = q, otteniamo la formula di Cardano 
per l’equazione cubica.

Formule analoghe si possono dedurre per n = 5, 7,

f1) Çfr. G. Candidò, Le Identità razionali, « La Matematica Elemen
tare », Anno I, 1922, n. 2, 3, pp. 25-39.

(’) Cfr. Gr. Candido, Su d’una equazione algebrica, « Giornale di Ma
tematiche », voi. 39, 1901, pp. 103-107.
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In tema di identità, se poliamo

a 1
? = °> P = 2ä',

si perviene all’equazione

Onru — QH—2zv.n—2 . W ni
M a? d---------- -4- .... —

che ammette le radici
2 kit ■X — cos----■ n

per k — 0, I,..,., (n — 1).
Inoltre l’equazione (J)

(n 4- yjx2 — l)w 4- (cr — y/x2 — l)" — 2

ammette pure le radici
2 kitX — cos-----n

per k = 0, 1, 2,...., (n — 1); sviluppando il suo primo membro e ap
plicando il principio d’identità dei polinomi, ricaviamo le relazioni 
combinatorie (2)

n\ /2Wn\
2/ + \1 A4/ + \2/\6/ — 2n~3 • n

/n\ /3\/w\
\4/ uA6/ \2AsK

/ u \ / n \ 
\ 1 /\ 2u. /

— 3)
~2! —

n
* r

n — r —
r — 1

con «x =

§ 3. Ritorniamo ora alla generica equazione di Waring e con
sideriamo il prodotto delle iue. radici.

f1) Cfr. F. Giudice, Sulle sezioni angolari, « Supplemento al Periodico 
di Matematica », anno XVI, fase. IX, 1913, pp. 129-131.

(2) Cfr. Novi, Analisi Algebrica, parte prima, 1863.
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Si ha
cp / Q 2t:\ / '2t:\

xnxA .... — 2np cos — cos 4- 4- — cos R- + 2 -01 r n . \n. n) \n n/

e poiché d’altra parte tale prodotto vale

. (— i)» (__ 2a) — (— l)”+12p cos <p, 

concludiamo che

? /? /? -/-z\ /? — 1)t:008 — 008 -4- — I 008 — 4- 2 — .... 008 — -f- 2 -----------n \n n ) \n n / \n #
— (— « 008 cp.

Per e per -r dispari si deduce

ovvero

12)

k—n—1

n oos n

A—*1”1
k~~r

ncos
zc=^i

Supposto ora — = — , con n dispari, si ha n 2

ed

1 /t: 2k~\ - 2/07:
= 2^ cos 4- — j = - 2pn sen —

a — p cos î — ? cos n % 0.

L’equazione di Waring ammette così la radice xo = O e si ab
bassa al grado n — 1.

Per il prodotto delle n — 1 radici relative si ha

n—l k=n-1 Hà

«j»,.... »_!=(— I)“-* 2,,-ip " nsen ì •
Zc=l

B’ altra parte questo prodotto è dato da

»i» — IM — Uj 2
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e quindi uguagliando :

k—-r—I

k=1

2

Intanto

k—n—1 2 k
n k=1K--1

e quindi la precedente diventa

2
(3)

k=. 1

Ora, dalla identità

n dispari, si hasempre per

e quindi

2à

1

fc=: kit

k= 1

da cui

(4)

1
2

2kit 
n

n—1

=(- lp~

n—1 
fc=-2-

M—1
fc = ~2~

k = K2-

, w—1 
fc = -2-

1
w—1

2 2

kit cos — n

kit 
cos — = n

2kit  — 1M — 3) ?... 2
n ' '

kit
cos 7- —__ H

2kit 
sen----n
kit 

sen —n

2 kit
sen----n

n—1

kJ

(h— l)(w — 3) ....2
3n—7 , j \

fc- L-
— 2 sen — cos — , il n

2
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- 3).... 2

l)(n— 3) ....2

2

Messina, aprile 1929 (VII).

1
’ n

E facilmente, sempre per n dispari, si dedurrebbero le 
identità

fc=i

n—1
* = ~

. w—1
fc = -—-

T-T , 2k^ 
n

TT l . «

, M—1
fetz-—-

tt ; à

Zn-z . /* 1
àX_
n) (n — l)(tì — 3).... 2

n — 1

147

altre


