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-

Una formula di Waring ed alecune identita trigonometriche.
" Nota di Lerrerio TOSCANO {a Messina).

Sunto. - In questa Nota st dedu.,sno alcune identité trigonometriche appli-
+ cando una formula di WARING ed una identita tmgonometrwa del
SIBIRANI .

§ 1. 11 Prof. F S1BIRANT (%), considerando il determmante di
VANDERMONDE formato con le successive potenze delle radici nrsime :
dell’ unlta dimostra 1’ 1dentlﬁ§, .

K= E(”“1) L

. P
(1) ]_—I sen . ] 21@—1 ’
kol _ .
— 1) e ) . o'm=—1
) ) uguale al massimo 1ntero contenuto in —5—.

con E (n

() Cfl « Bollettino Umone Matematica Italiana », anno VIIL, 1929, n. 1,
pp- 23- 20 Sviluppo di alcuni determinanti ed una identita trigonometrica.
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In -questa Nota mi propongo,di dedurxﬁe delle identitad analoghe,
sfruttando una formula ‘di WARING e la precedente ‘del Prof. SI-
BIRANIL e

,v§ 2, Posto w-+o=w, wo=—1y, u'-+ v =S,, con n intero e
" . positivo, si ha la formula di WaRrING (*):
T nwn —3 - —4 (n— ) —35)
Sn:___.xt___rxn—Z?j_‘_,_g!__)xn 4J2 3' - wz Sy -+
o —r+ 1) —r+2)..(0—2r+ 1)
r!

I (— 1) SR AR U S
1 1 S _—
Se u=(a+biyr, v=(a—biyr, p=Va*+0%, coni=V —1,
T2
segue ¢ = (a?+ b =*, 8, ==2a e la formula di WARING dlventa

n—4

) 4
—3) 5 — 4w —>5
LU E T R (L ) 5

gl 28 4 oo — 20 = 0.
Quest’ ultima 1elazione ® stata considerata come equazione al-

‘gebrica (*), di grado » in'x; e si & dimostrato che le sue radlcl sono

. reali e date dalla formula usolutlva ’

i -
x = 20" cos (j +
- "

2kﬂ)

n

per k :\O, 1,“ 2ensy ‘(n —1); essendo inoltre
a= P cc;s 9, b=pseng.

Per n=3 si ha I’ equaZibne
N . »
2 —8px—2a=0;
2 .
e ponendo — 85%=p, —2a=gq, otteniamo la formula di CarpaNoO

per I’ equazione cubica. .
Formule analoghe si possono dedurre per n:ﬁ, Tyerne s

(1) Cfr, G. CANDIDO, Le Identita razionali, « La Matematica Elemen-
tare », Anno I, 1922, n. 2, 3, pp. 25-89.

(*) Cfr.. G. CANDIDO, Su d’una equam‘one algebrica, « Giornale di Ma-
tematiche », vol. 89, 1901, pp. 103-107. ‘
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In tema di identith, se poniamo
-1
= 07 p= é?z y

si perviene all’equazione

" nin — 3)
92, Zon=2 —2 f's YT
Qrrgent 1 2 ax" + — 37 2n dppn—4 4+ =2
che ammette le radici
2k
X = cos —
n

per k=0, 1,...., (n —1).
Inoltre 1’ equazione (?)
(ac -+ VE) — 1)" -+ <x — \/;}2:))1 —2
" ammette pure le radici

2k=
X = COoS ——
n

per k=0, 1, 2,.., (n — 1); sviluppando il suo primo membro ¢ ap-
plicando il plmmplo d’ 1dent1ta dei polinomi, ricaviamo le relazioni
combinatorie () ,

(5 I+ U e (i) =emn

)+ )+ 20 i) e

) (T e (-
=1, ? (" T 1>‘

con w— E(:}) .

§ 8. Ritorniamo ora alla generica equazione di WARING e con-
sideriamo il prodofto delle sue.radici. :

(4) Ctr. F. Grupice, Sulle sezioni angolari, « Supplemento al Periodico
" di“Matematica », anno X VI, fasc. IX, 1918, pp. 129-131.
() Cfr. Novi, Analisi Algebrica, parte prima, 1863.
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Si ha
ny e0s ¥ cos (£ 4 %) cos (£ 42 27
Ly v Xy = 2" cOS 7 €08 [+ ) cos P 2 -] .

[ n— 1)z
co\§ (% +2(_n_n__)_)

(¢

S

N

e poiche & altra parte tale prodotto vale
{(— 1) (— 2a) = (— 1)"*12 cos g,

concludiamo che

o F 2 @ 2= o n — 1w
Cos -~ COoS f—i—— cos |~ + 2 —] ... COS. -‘-+2(;~—} =
—_— +191— &
= (— 1)**121=" cos 4.

Per : =0 e pef # dispari si deduce

k=n—1
2 e
cos —— ——= 31—
n

k=1
ovvero

ke n2~—1
2) l I cos ﬂc:: \/2‘—“.

k=1 "
Supposto ora - = 5. con n dispari, si ha
Lo m 2k Lo 2
&), = 2" cos 5+, )=— 2¢% sen —

ed

a:pcos‘cp:pcosng:()‘

L’ equazione di WARING ammette cosi la radice x, =0 e si ab-
bassa al grado » —1. = .
Per il prodotto delle » — 1 radici relative si ha

n—1 k=n—1 er

— n—19n—1. n =
X\Ly vons Ly = (—1)yr—r2n=1p I I sem — —.
k=1

D’altra parte questo prodotto & dato da
@0 i — 1) — 3) 2 "5
(—1 P S ¢

(15,




BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA '

146
v

e quindi uguagliando:
n—l“ A . . o
_ 1)-—2~ nn —1)n —3)..2 .

sen —— = ( e
a1 n 25"—‘,_,—‘ (n — 1) '
Intanto
k=n—1 2k n—1 sz; ene :
H sen =(—1) 2 H sen —
k=1 k=1
e quindi la precedente diventa
n—t
2 g “1)n—3)...2
@ I Pl
B =1 " 5 (n — 1)
2 —s !
2
Ora, dalla identita
k= k!

-
T

2k =
sen — — 2 sen — €os —,
" n n’

sempre per n dispari, si ha

: sen ~——
k= 1
cos — = 3
n 2 km
sen —
e quindi
_r=
1 2 2k~
:”_;_ sen ——
kx 1 k=1
= ?

da cui

‘4) | H 00;?: 25}%ﬂ(u>‘
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E facﬂmente sempre per n disparl, 31 dedurrebbero le altre

; identita

o

Messina, aprile 1929 (VII).

n—Dm—3)-

n—5

2

fo7 n(ﬁ:_l)

2

n(n — i)(n% 8) ... 2

5 -
2t (” 5 1) !

ba-—s, u
oes. (15

):

_) =w—1m —3)..2



