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Intorno alle coungruenze di rette
che ammettono reti coniugate ad invarianti uguali.

Nota di BEN1AMINO SEGRE (a Roma) (¥).

Sunto.g- L’4. di notizia delle sue vicerche sulle particolari congruenze di
rette che godono della proprieta indicata nel titolo, ed accenna ad
alcune applicazioni alla Geomelria proiettivo-differenziale dello spazio
ordinario ed alla Teoria delle equazioni differenziali.

1. Fra le infinite reti coniugate ad una data congruenza di
rette, non ve n’é generalmente alcuna che sia ad invarianti nguali:
perd quando esiste una rete siffatta, in base ad un classico teorema
di KoENIGS se ne ha subito un’altra, prendendo su ogni raggio
della congruenza il coniugato armonico rispetto ai due fuochi del
punto d’appoggio della prima rete. In un lavoro di prossima pub-
blicazione, io mi occupo di quelle congruenze che ammettono coppie .
di reti coningate ad invarianti uguali cosl situate; e, dopo aver
delerminate tali congruenze (le quali dipendono da una funzione
arbitraria di- due argomenti), le classifico distinguendole in vari
tipi in relazione al numero delle reti coniugate ad invarianti
uguali, caratterizzo le congruenze delle singole categorie mediante
relazioni differenziali fra gli invarianti delle loro reti focali, ed
infine mostro come in ogni caso la determinazione delle roti coniu-
gate ad invarianti uguali sé effettui con sole quadrature.

2, Tutti questi risultati possomno trovare un’ applicazione nella
Geonietria proiettivo-differenziale dello spazio ordinario, utilizzando
il fecondo metodo iperspaziale di BoMPIANI e THOMSEN. che con-
duce a rappresentare il complesso delle tangenti di una superficie
di S, colla V, costituita dalle rette di una congruenza quadratica
di S;. Basta invero osservare che in tal guisa, alle superficie R, che
fanta importanza hanno nella teoria della deformazione proiettiva,
vengono a corrispondere in S, congruenze quadratiche della specie
suddetia !

Mi permetto altresi di far rilevare il lafo analitico delle ri-
cerche a cui ho poc’anzi accennato. Esseé posson anche venir in-
terpretate in relazione alle equazioni delle reti focali delle con-

(*) Comunicazione tenuta al Congresso di Firenze (1929) della Socicta
Italiana per il Progresso delle Scienze.
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gruenze in questione; e la teoria di queste particolari equazioni
di LAPLACE, & intimamente collegata con quella della trasforma-
zione di MouTaArRD per le equazioni di LAPLACE ad invarianti
" uguali.

Qui dard solo alcune proposizioni relative all’integrazione di
certe equazioni differenziali, parendomi ch’esse possano avere
qualche interesse, indipendentemente dalle applicazioni geometriche
da cui hanno avuto origine.

:3. Se si conosce un integrale (non identicamente nullo), y = x(x),
dell’ equazione differenziale -
d*y ¢
Ft flx)-y+ " 0,
in cui alla costante ¢ si attribuisca un valore particolare ¢ qua-
lunque (p. es. ¢ = 0), Uintegrale generale si determina con sole qua-
drature, mediante la formula

LT o
2@ Ay, ¢ dx +b
Vv 2wr "
0

in cui figurano le due costanti arbitrarie a e b.

4. Consideriamo I’ equazione di LaprLacE ad invarianti uguali:

2% E auv + blu +v)+c ]
____,+—’-,‘k/_|~. — 'ZIOZ
puovr — (W—vP " \aut + 2bu+cVav® + 200 + ¢ |

essa come caso particolare, per b® — ac =0, si riduce alla nota equa-
zione di EvLERO. L’integrale generale di detta equazione differen-
ziale, si esprime colla

z=a\ au® + 2bu + ¢ — 4V av* + 2bv +

ove x ey 8i calcolano per mezzo delle

v

®= (fu_u)k\ff(t)(t—u)—k—1@_t)—kdt+(v—u)— jF(t)(t—u)k—l(@—tjkdt ‘

v . . ]

oy = — (0—u): | FENE— )= (o— )=k + (0—2u)— ”F(t)(t——u)"(v—t)"—’dt.
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In queste formule compaiono due funzioni arbitrarie £(t) ed F(t);
determinata mediante una di esse la & o la ¥, si pud dedurne 1’ altra
senza dover eseguire nuove quadrature, osservando che risulta

1 oa 27
y=z0—u_, w:iﬁ(“—v);i

3. Ed ecco per ultimo I’integrale generale dell’ equazione dif-
ferenziale alle variabili miste:

[1+(v) — v(0)][3(w) — Yv)] = [ (w)() — V' (V)v(v)](e — v),

che & gia stata incontrata da FUBINT e CECH nel problema della
determinazione delle superficie B deformabili in oc?® modi.
Esclusa la soluzione che 8i ha prendendo u(u) e v(x) arbitraria-
mente, e ponendo
)y =oau + b, Yv)=av+ b,

ﬁﬁogm' altra soluzione della suddetla equazione & compresa nelle formule
wuw)=Vau +bu+c ¢u)= dVau®+bu—+c+eu-+f
vw) =Var? Fbv +¢  Yv) =—dVav® + bv + ¢+ ev + f,

oppure nelle
cu® + du + e

wuy= oauw+b U= PP

v+ dv+ e

o)y = —av —b UHv)= o +b

contenenti rispeltivamente 6 e 5 costanti arbitrarie.

\

Sulle equazioni differenziali autoaggiunte del 4° e 5° ordine.

Nota di BENIAMINO SEGRE (a Roma).

Sunto. - L’4. fa alcune osservazioni su d’wna Nota @i G. MAMMANA,

In una Nota pubblicata recentemente in questo « Bollettino » (}),
G. MavMuANA ha dimostrato la possibilith di ricondurre 1’ integra-

) 6. MAMMANA, Sull’ integrazione dell’ equazione lineare omogenea del
quirito ordine aufoaggiunta, questo « Bollettino », fasc. 15 ottobre 1929,
p. 180.
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zione di un’equazione differenziale lineare omogenea del 5° ordine
autoaggiunta, a quella di un’equazione dello stesso tipo del 4° or-
dine. Orbene, in un lavoro anteriore (!) io ho giad (per quanto inci-
dentalmente) segnalato in modo esplicito I’ equivalenza dei due pro-
blemi d’integrare umn’equazione autoaggiunta del 4° o del 5° ordine;
ed anzi, il processo sintetico da me indicato, oltre a porgere 1’ inter-
pretazione geometrica degli sviluppi analitici del MAMMANA, mostra
ch’ essi non posson estendersi ad equazioni autoaggiunte d’ ordine
superiore.

Aggiungo che il risultato conseguito con calcoli non troppo
agevoli verso la fine della Nota citata in (!), & pressocchd evi-
dente per via geometrica, ¢ pud viemmeglio venir precisato di-
cendo che:

Date in uno stesso intervallo 4 funzioni derivabili

1) xy=x,(f), @ =Xl), x3==w4(t), x, =¥,
fra i sei winori del 2 ordine estratti dalla loro matrice wronskiona

x ) wlt) x(l) w(b)
H W) X)) wl) xR “

inlercede piit di wna relazione lineare omogenea a coefficienti costant,
allora e solo allora che delle funzioni (1) assegnrate al pit due sieno
linearmente indipendenti; ed in tal caso ¢ minori suddelti (se non
sono tulti nulli) si posson ottenere moltiplicando uwno non nullo di
essi per delle costanti.

Per stabilire questa proposizione, basta interpretare le (1) come
le equazioni di una curva C di S; (eventualmente ridotta ad un
sol punte) in cocrdinate proiettive omogenee (x), ,, x;, «,)- I mi-
nori estratti dalla (2) son le coordinate plueckeriane delle rette tan-
genti di C; e se tali minori son vincolati da due distinti legami
lineari, le tangenti di C appartengono ad una congruenza lineare,
onde ovviamente C non pud che ridursi ad wuna refta di questa
congruenza (o ad un punto). '

Roma, 31 ottobre 1929.
(') B. SEGRE, Sulle curve algebriche le cui tangenti appartengono al

massimo numero di complessi lineari indipendenti, < Mem. R. Accad. dei
Lincei », serie VI, t. 2 (1928), nota (*) a pag. 589,



