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Determinazione del massimo limite e del minimo limite della
somma di funzioni periodiche continue, per la variabile
indefinitamente crescente.

Nota di GIOVANNI Rrccr {a Pisa).

Sunto. - Si applicano noti teoremi di analisi diofantec al problema della
determinazione del massimo limite e del minimo liwnite, per x — 4 o,
di una funzione f(x) somma di funzioni periodiche continue fo(x),
£,(x); we» £,(x), riconducendo il problema alla determinazione del mas-

8imo e del wminimo, in un dominio rettangolare, di una funzione

@€y, 5oy Enr) di n—h + 1 variabili indipendenti, periodica rispetto
a cigscuna di esse, dove h ¢é il numero (eventualmente nullo) delle com-
binazioni lineari nulle, linearmente indipendenti e a coefficienti interi,
"delle frequenze di f ox)y £,(x), e ; £,(x). Si danno due esempi. Si esten-
dono i risultati alla somma di uwna serie uniformemente convergesnte
di funzioni periodiche continue.

1. Siano f,(x), fi(®),..., f.(x)y » + 1 funzioni della variabile
reale x definite su tutto 1’asse reale ed ivi finite, continue e pe-
riodiche (quindi limitate) di periodi rlspettlvamente Xos Aypeeey A
(positivi). La loro somma

(1) ) == )+ A+ e+ )
risulta una funzione continua di x, definita su tutto 1'asse veale
‘¢ limitata. Cominciamo col dimostrare che ogni valore assunto
da f(r) & un suo valore limite per x — -+ cc, cio® in nessun caso
fix), per & —- -+ oo, subisce smorzamento; precisando:
‘ Se f(a) = A, fissati K e s positivi arbitrari esiste um punto X
per cui st ha . :
@ . X>K; f(X)—4] =

“ Per la (1), le (2) risulteranno soddisfatte se &

n

3 X>K; %) —flo) < — (=0,1,..., )

G
n+1’
Le funzioni f{x), essendo continue e periodiche, sonc continue
uniformemente su tutto 1’ asse reale, quindi & possibile determinare
un numero ¢ positivo in guisa che in qualunque intervallo di am-
. piezza ¢ V' oscillazione. di ogni funzione fi{x) sia minore di s/(n + 1).
Per sqddisfare alle (3) & sufficiente determinare gli # + 1 interi
Pos Prsowis P I guisa da soddisfare alle condizioni

. K—a A
@ - [ [ ”“
NI P

€

<z (=12 ey M)
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poiche infatti ponendo X = a + p,k, risultano in conseguenza sod-

disfatte le condizioni X ~ K. |a +pr, — X' <z (1 =0. 1,.., n), ¢,
pel modo con cui si @ scelto = tenendo presente la periodicita
delle funzioni; vengomno ad esseve soddisfatte o3y 11 probema

dunque si riduce alle (4).

B noto (}) che si possono detevmingie iv indit - percid
con p, comunque grande, le » frazioni .0 10 i in guisa
da soddisfare alle diseguaglianze

Ao Ml B

-

PV

wo "
p()\ 1"0 -

quindi basta scegliere tah frazioni con p, superiore a ciascuno
dei numeri

K_a ()\l 7 )‘n n

T ()

perche siano soddisfatte le (4), e quindi per X —=a + p,i, anche
le (2).

OSSERVAZIONIL Se f(a)— A, A & un valore limite di f(x) per
& — — oo, Se A & un valore limite 'di f(x) per x — + oo lo & pure
per x ~ — ~, quindi il massimo Hmite (minimo limite) di f(x) per
x — + oo e quello per x —~ — oo sono eguali. ks

~ 2. Veniamo a determinare il massimo limite e il minimo- li-
mite di f(x) per @~ + oc. Per questo, dobbiamo distinguere due
casi secondoch® le frequenze (ciod gl’inversi dei periodi) ,
1

I WERE

1

(5)

S

g

J

sono razionalmente dipendenti oppure no, cio® secondochd  esiste
oppure no una combinazione lineare a coefficienti mten delle fre-
quenze (5) nulla. : .
Quando i numeri (5) siano razionalmente dlpendentl o logati |
dalle h, (1 <<h <Im), e non pit relazioni linearmente indipendenti

1 1 1. o
(6) Cvo I + c“'.T + e = Gy )‘\— =0, ) :-1,...,'}&) o

a coefficienti ¢,; 1nter1, la matrice || ¢y [l, (v—l,. v by 4=0, 1, i n),
ha cara,ttemstma h e possiamo supporre non nullo ed egualg a3

() Ved. 0. PErroN, Irfationalzahlon, Loipzig, 1921, p. 18",
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il determinante delle sue ulhnw h colonne in guisa da potoru
risolvere il sistema lineare ' .

0.\ + ¢,

4

e - Gy, ;" =0, =1,k
‘n |

“

Jl s

>

rispetto alle quantith %, (8==n — i+ 1,..., #), colle formole

s 5 v .
7 HE=—W (gf—° 3y ’”‘"), (k=n—h+1,., n)
8 ?‘n—h )
dove 3 e 3,; sono interi determinati. Diciamo g, (u; divisore di 3)
il minimo comune multiplo dei denominatori delle & frazioni 3,/
{ridotte ai minimi termini) che figurano nei secondi membri delle (7)
come coefficienti di %, 2. (i =0,..., 2 — h), ed osserviamo che quando
nei secondi membri delle (7) si sostituisca alla quantita §; la quan-
tita %, + w; ogni % risulta aumentato di multipli di ).
La funzione ausiliaria,

‘S' -)J = tb{_’::m El? Lo iTn—h) - fo(zo) -+ fl(gl) o fn(sn)

~delle n —Ji + 1 variabili reali indipendenti ..., §,—, (direttamente
¢ composta mediante le (7)) risulta evidentemente definita per ogni
it —h + 147 reale (%...., 5,—,), continua e limitata ; detti m; e M,
(i =0....., n) il minimo e il massimo di f{x), e posto m —=1m, +
“+ hy e+ m,, M=2M,+ M, + ..+ M, risulta '
I : M Py, 5y ey L) << M;

.

inoltre. per I osservazione precedente la funzione ¢ ® periodica
rispetto a ciascun argomento di periodi mghg, B A sees Pa—ntp—ns
Diciamo I il dominio rettangolare [0<<t <p)i, 6=0, 1,.., 2 —h)]

Osserviamo infine che quando le frequenze (5) siano razional-
mente indipendenti, ciod sia h =10, la (8) definisce y come fun-
zione di # +1 variabili reali indipendenti %,, £, ,..., ,, continua, limi.
tata, periodica rispetto. a ciascun argomento di periodi A, },,..; A,
e soddisfacente alla (9); per questa funzione il dominio rettango-
lare I risulta [0=%, <), (§=0, 1,..,m)] ed in esso assume ogni’
valore dell’ intervallo (m, M).

- 3. TeorEMA. Il massimo limite 1" el Mminimo lmnte Y della
funzione f(x), per x — - 5o, SONO. Mspettwamente ol umassimo e il-
wminino della funzione (%, %, ..., 5,,) nel dominio reltangolare I.
Peor I’osse;vazmne finale dell’ articolo precedente segue subito: -
Se le frequenze (5) sono razionalmente indipendenti il massimo -
mile ¢ il minimo limite di f(x) per x — 4 > -8omo rispettivamente
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la somma M dei massimi e la somma m dei minimi delle fun-
ziont fi(x), i=0, 1,..., n).

. Se fl(a)= A4, dalle (6), (7), (8) risulta P(a, @,..., &)==A e per-la
periodicita della funzione &(,,..., &,—,} esiste in I un punto in cui
essa assume il valore 4. ‘

- La funzione f(x) essendo continua assume tutti i valori del-
T intervallo aperto (I, I'), quindi detti L' e L” il minimo e il mas-
simo della funzione continua d(F,,.., ,—,) in I, per la (9) e per
P osservazione che precede valgono le limitazioni m <<I/<<1' <
< I"<< L" << M: Per dimostrare le uguaglianze L' =1, L' =1"
‘enunciate dal teorema & sufficiente mostrare che ogni valore assunto
da ¥(g,..., £,—,) in I & un valore limite di f(x) per & — -+ oc.

Sia (ay, &,,..., @,_,) un punto di I per cui ¥(a,, @,,..., a,_,)=—A4.
Se esiste un punto @ per cui f(@¢)=A4, 4 & un valore limite (art. 1);
nel caso che non esista un tale punto a & sufficiente dimostrare
che prefissato s positivo arbitrario esiste un punto X, per cui

(10) : [f(X) —4]|<s

poiche risultando f(X;) un valore limite di fl@) ver & — 4+ co,
con ¢ arbitrariamente piccolo, anche A & un tal valore limite. A
~ Posto in base alle (7)

e 1 @ ‘ 6 PNT”h a/')l—\‘L

7y - ay = )‘k(~_ XQ A e 3’“L XJ;:L)- (E= ’n‘—h:}— 1,.., 1)
per la definizione (8) abbiamo f,(a,) <+ fi(@,) + ..+ f,(@,)= 4, dunque
per giungere alla (10) & sufficiente mostrare che esiste un punto X,
pel quale .- ' T

(1) XD = 10| < gy gy (=0, Ly m)

Diciamo ¢ un numero positivo scelto in guisa che in' ogni
intervallo di ampiezza ¢ ogni funzione f(x) abbia un’oscillazione
inferiore a ¢/2(n —+ 1); poiché denotando p,, p,,.., p,, #+1 interi
positivi & fia; + ph) ={{a;), detto ¢ il minore degli » numeri
¢/h, (k=1,..., n), per soddisfare alle (11) & sufficiente determinare
gl’interi p, in guisa da soddisfare alle diseguaglianze

’ )‘o 4 —a ’ ‘
(12) ) Epo —Dr — - r < ’ (k=1,..,m)

‘nelle quali ¢’ & comundue piccolo; infatti possiamo porre X,—a,+ pyi,
- e risulta per le (12), | X, — ay — p), | <%, (k=1,..., ), e per la conve-
niente scelta di « seguono le (11) quindi la (10). Dunque perché A4
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sia ‘un valore limite & sufficiente potere soddisfaie alle (12) con
Pos Prsee. p,, interi e ¢’ comunque piccolo. ‘

A questo punto distinguiamo due casi: Se le flequenze (B) sono
razionalmente indipendenti & sempre possibile (*) soddisfare alle (12)
con ¢ arbitrario e p, interi. Se le frequenze (3) sono legate dalle (6)
¢ possibile (') soddisfare alle (12) nel modo detto, allora ed allora
soltanto che ammette soluzioni in interi (g,, g,,..., g,) il sistema
aritmetico ‘ ’

: . ty,—a, @, — a,
Coolfy + Cofy + oo + G, = Gy v A Gy

Ma per le (6) ¢ le (7) i secondi membri delle equazioni di
questo sistema sono nulli, quindi esso ammette soluzioni in interi.

Il teorema enunciato risulta cosi completamente dimostrato.

OSSERVAZIONE. Se due funzioni f(x), fi(x) delle # + 1 date
fol@), .. f.(@) hanno i periodi X, ), fra loro incommensurabili e
ciascuna di esse possiede in un periodo un numero finito di punti
.di massimo la funzione f(i) = fy(x) + ... + f () raggiunge il valore M,
somma dei massimi M, dellé fi(x), al piit un numero finito di volte.

In particolare una combinazione lineare di seni e coseni, che
non sia periodica, si trova nelle condizioni della funzione f(x) di
questa osservazione.

4. EsEMpPI. Denotando con lim” e lim’ il massimo hmlte e il

minimo limite, si calcola facilmente per
-

" f(#) = sen [2ra] + sen [2x+ V2] + sen [2n(V 3+ 1)},
of) = sen [27] +sen [27 V2] + sen [21:(\/ 2+ 1)) -+ sen [2n(Y 2 — 1))

e, e 8V " 3\/3
lim’ flw) =— 2 fim ( ) =
@P=r 00 ) 2 — +00
lim’ @) =—(1+V5), lim” gx)=1+ Vb.
2 = -} 00 &X—r +oc

5. Siano fy(x), f(x), f.(x),... funzioni della variabile reale x de-
finite su tutto 1’ asse reale ed ivi continue finite e periodiche (quindi
limitate) di periodi }X,, 4,, %,,... rispettivamente. Supponiamo che
la serie fy(x) + f,(x) + fi(@) + ... sia uniformemente convergente e
denotiamone con f(x) la somma, la quale risulta continua. Basan-
doci su ¢id che precede e sull’ uniforme convergenza della serie
in questione si éuliva facilmente alle proposizioni seguenti :

Se f(a) A, A ¢ un valore limite di f(x) per x— + co.

~ (1) Ved. O. PERRbN, L e, p. 157.
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Se 4 & un valore limite 'di f(x) per x~~+ > lo & pure per
x— — oo, quindi il massimo limite (il minimo limite) di f(x)° per
&— + oo e quello per x— — co sono eguali.

Se, comunque grande sia n, le frequenze (b) sono razional-
mente indipendenti, allora si ha .

lim’ f(x) = m, +m, + my + ..., LHm"” fle) =M, + M, + M, + ...

&L e—s 400 . X = 400

dove m,; e M; sono il minimo e il massimo di fi(x).

. ’



