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PICCOLE NOTE 217

Sullo ‘svilappo asmtotico di vna funnone razionale
nulla all’ infinito.

Nota @i Uso Broeer (a Milano).

Sunto. - Si determina la funzione genqratrice corm'spbndente ad u;w deter-
minante razionale nulla, all’ infinito, e qualungue.

Si dlmostrb altrove che ®), se
L Q)= a"™ + alw”—l + ot a,

e, come pub sempre supporsi

oo

. 1 .
1) ' o Zfef“” tydt
1) N o =)
(f) & la soluzione, che per t=0 si annulla colle sue priime.‘n‘—’—b‘z
_ derivate, nientre ¢»~(0) =1, dell’equazione differenziale lineare
omogenea & ' coefficienti costanti di ordine n, d1 cm Qx)=0'2
1’ equazione caratteristica. B «che, se

o) = G, %‘L s
v ‘ n— A & ,
~ la serie )
. ‘ 1 c .o .
R ~+wn+l +.

converge fuorl del clrcolo

jo] = mass1mo del modnlo delle r&dml di Q(ac)

) ' 1
ha nel suo oampo d1 convergenza il valore Q( ) ed 5. sommata (ne :

() In una Nota’che?-ppﬁl‘im llei 'Bjendf dﬁlB\/IBt. Lomba.r}lo
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senso di E. BoreL) da (1) nel spmipiano
R(x) > massimo della parte reale delle radici di Qx).

~ Ci proponiamo di considgfare qui il caso piut generale del .
uoziente D) se |

AIAE 0@)
Pa) =a™ + b1+ ...+ b

m

nell’ipotesi in cui sia k=% — m > 0. Ove si ponga.

@ , \%3 T
' ; b
o(t)= 1 t”_l—l— Tr tE - Tha Pt e
k11 kTR .

¢ la soluzione, che annulla colle sue k — 2 prime derivate per‘
t = 0, mentre
gED0) =1, ¢P(0) =b, —a,
erF0) =b,,; — L a,5" T =(0) — ... —a,5™(0)
r=1, 2, .., m—1)
dell’ equazione differenziale lineare omogenea a coefficienti costanti
ordine # di cui Q(x) =0 & 1’equazione caratteristica.

1
Come nel caso —— la serie
Q)
. 1w Tha1
(3 P mh+l —+ 5,%?3 -+

che cbrrisponde a P(x), Qx), converge fuom del circolo
|#| = massimo' del module delle radici di O{x)
ed & sommata da (2) nel semipiano

(x) = mass1mo della parte reale delle radici di- Q).
L. Siano «,, %, ..., =, le radici di. Q(x) supposte semplici.

E allora se (¢) & una linea chiusa contorno di un’area sem-
plicemente connessa, che le contlene tutte ‘

1. Pl
‘)m Q(u ofrdn = 2‘ Q = old)

“1In partlcolare se la parte reale di #,,.., , & << ed & p> A
pub 1mmagmar31 che la curva (c) sia costltulta dal segmento con-
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giungente i punti w — ik, u + ¢k e dalla semicirconferenza avente
questo segmento come diametro e volta dalla parte del semiasse
reale negativo.: o

Ove k tenda all’infinito, l1a parte d1 mtegxule estesa alla cir-

conferenza tende a zero, e 51 ha pertanto

p.+1oc

L oo (L P

¢t) = S e Q(’M,)
“ jp— fo0

1 noto che se f(x) ® un ramo monodromo di funzione analitica
dato regolare 1iel semipiano R(x) > ) ed esiste un numero reale ¢
tale che f(x)e”, per x tendente all’infinito secondo le direzioni
comprese fra ——g e 1—; (incluse) tende uniformemente a zero di un
/

ordine numericamente positivo, & anche, per Rx)>u>2

p—‘—lw

fo)=55 je*tw flududt (). -
| i
Le condizioni sono soddisfatte ove si supponga /~
_. P
@) =G

e ¢=0, e se ne ha pertanto

Pl (. o
e
¢
e quindi anche

‘tjﬁ_ﬁ?@ ‘?(0_) ‘ e™M(0) - ‘1__ J.q;””"‘)(:t)e"”;dt

Q(:E)— w V.VIJ' 4 e W‘_‘_EE'H
. 0

o0

e poiche le 9(;’)(t) sono di ordine finito e limitato qualunque sia &
‘e, nel semipiano che si considera,.

lim —fqa(’"(t e~tvdt =0

-+ .

l

. - P@)__9(0)  ¢(0)
: Q(ac)——x——'_w

() Cfr. ad es. S. PINCHERLE, Gh elemmt@ della teoria delle funzmm
analitiche, pag 331
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fuori del circolo
|| = massimo del modulo delle radici di . Q(x),
. P(x) .
nella parte, cioe, di piano in cui la funzione —Q—(;, regolare e nulla

all'infinito, & regolare.
B poi evidentemente

¢ + @, o IE) + .+ au(f) =0
e se il grado m del polinomio P(x). & ugunale a n — k' (k - 0) ’(

9(0) = 9(0) = ... == *=D(0) = 0, $%3=D(0) =1

giacche o
' 5 — i CPO)
E “fii )
()
. 1 P(_t)
e QD)

& uguale a 1 se r+ 1=k, uguale a 0 se r +1<£E.
Che sia poi anche '

FHO =B, —w, FEN) =Dy — = @ H(0) — L — g (0)
r=1, 2., k—1)

discende dal fatto che
2(0), #(0), 5(0), .. |

sono i coefficienti dello sviluppo di P(x)/@x) in serie di potenze

decrescenti di x, onde si ha, qualunque sia h

[P(w) «0)_ 10) )

L Hm et
A —OC

—_— (h+1)
Q) = x? x"* ] (O)
2, Siano «,, %,,.., 2, le radiei di ordine v,, vgyu., W,
» V1+V2+..c+\‘,.:n )
di @(x) e si supponga dimostrato chealla funzmne determmante
P(ax)/ x) corusponde la genelatnce
) —Pl(t)e“" + P, (t)e“ d
dove p;(t), ...‘, Pp.{t) sono polinomi di gra.do v, — 1., v, —1 in &
(x—B8)Px) _ P B—a Px)
(o —=,)0@) — Q@) x—a Q)
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Poiche il prodotto f‘(a:) f,(x} di due funmom determmantl di

generatrice :p,(t) la pnma, %,(f) 1a seconda., & determma,nte, di gene- -
ratrice 7 _ :
- t . R

Jpioni—an= j% (t— wrdwdn ()
0

()

alla funzione determinante. 7% 0@ cormsponde la generatnce
1

|4

W = m(u)em"—")du-—‘n (t}eﬂi 4+ (t)ew'.t T (TRt
9 . : Lo

dove =,, w,, ...', 7, sono polinomi di grado Vi, v, —1,..v,— 1, Ed &

@—9P@) [, . :

(@—2,)Q@) 6“3 “'(‘)—“*—ul)w)sdt
— e—la‘q)(t)dﬂt‘ N
5 _

dove ®(f) & soluzione dell’ equamone dlfferenzlale lineare omogenea
‘a coefficienti costanti di cui

(@ — %)Q(z) = 0
el equazmne caratteristica.

E evidente che il teorema che si dimostrd - supponendo sem-
plici le radici di @Q(x) si estende senz’altro al caso in cui Qx) &

un polinomio arbitrario, e che le condlmom ai limiti nmangono
inalterate. :

C

‘3, Per defmlzmne, se ¢lf) =a, + 1|t—|— ® una funzione olo- -

morfa in una parte infinita di plano alla quale appartlene 11 seml- |

asse 1eale posmvo
oo

Je—w (t)dt Je‘“?( )du

supposto esistente, & 11 valore, nel senso, di E BOREL, deHa Sexzie""
a.ssmtotlca.

-

() Ofr. ad’es. N. Nrersex, ﬁqg'dbuéhid;r Gammafunkiion, pag. 120/
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17 integrale (2) prolunga apnaliticamerite la serie (3) nella parte
di’ piano comumne all'esterno del ecireolo
x| = massimo del modulo delle radici di Qx)
N

ed al semipiano ST

R(x) > massimo della parte reale delle radiei di Q(x).



