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Sulle superﬁéie parallele.

Nota di PaoLo CATTANEO (a Padova).

Sunto. - L’ 4. dimostra aleuni teoiém@ sulle coppie di superficie parallele,
partendo dall’ osservazione che le pou allele di una superficie W sono
tutte superficie W .

1. Sia 8 una superficie, non plana, nd. sferlca, e sia S; una
superhcle ad ‘essa parallela, di equazioni

aco_a:—hX Y=y —hY, z‘,_z—hZ

Ovviamente (}) si esprimono le curvature K, ed H, di S in
funzione delle K-cd H di S. Si ha

K —2hK

Ey=i—gvwr @ H=1= hH—i—h’K;

donde scende tosto

“

(H,: K,)=(H:K)— 2h, ossia s,+s,br,;—r2—2h'

se si indicano con r, ed r, i raggl principali di curvatura di S e
con 3, ed s, quelli di S,. a

Di qui si vede subito che le parallele di una superficie W
sono tulte superficie W. In particolare, se sopra S la somma dei
raggi principali di curvatura & costante, lo stesso accade su tutte
le sue parallele e fra ésse una, ed una soltanto, & minima, quella.
iaks Y

che corrisponde ad h = 3

2. Mi propongo di dlmostrare che, “tale superﬁcle minima &
I’evoluta media di S; sicchd ogni superﬁcw mintma & T evoluta
medm di ogwi sua  parallela : unico. caso dv, parallehsmo fm mm_
superﬁcw e la sua evolula media.

L’ unico caso di parallelismo con applicabilita & dato inveee du
< due superficie eqmdzstcmt@ da una superficie minima. '
8e S & minima,’ posto 'r,._'—r,_ 3 51 ha -

31—9*—" s,—-—.—P—h

ed alle linee K =cost. su S corrlspondono su So le linee K,.,:.-cost

(1) Cfr QATTANEO, Noziom: fongamentau suile superﬂme‘,“
(« Giornale di Battaglini », 1905).
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Anzi la’ corrispondenza, su due superficie parallele, delle linee
lungo le quali resta invariata la curvatura totale ¢ caratteristica -
per le coppie di superficie parallele Ww. :

3. Per dimostrare il primo nostro asserto, supposto 7, -+ 7,

T T,

costante, =5 e quindi S, minima, indichiamo con X I’evoluta

media di S. Essa & inviluppata dal piano condotto per P(xy, ¥, Zo)
parallelamente al piano tangente alla S in P(x, y, 2(.

Ma i piani tangenti ad S e ad S, rispettivamente in P ein P,
sono paralleli. Le superficie S, e = sono dunque inviluppate dagli’
stessi piani; quindi coincidono. ceo dod.

E poi manifesto che, se S & parallela alla sua evoluta media =,

47 ‘ e ' . )
deve essere -»4-2_*' costante, quindi », + ¥, costante e X coincidente

con la superficie minima S, parallela alla S. Cedo d

2
4. Supponiamo ora S minima, ossia H —=0.

Si ha K, — Tk ® si vede che, corrispondentemente a due

valori opposti di k, si hanno curvature fotali eguali, Due s 21'
ficie parallele, equidistanti da una superflcle minima, sono dunqlw
fra loro applicabili.

Se, viceversa, due superficie parallele S, ed S, sono fra loro
applicabili (con sovrapposizione dei punti corrispondenti), indi-
cando con 2d la loro distanza e con S la loro superficie mediana
da K, =K,, se si pone h = 1= d nell’ espressione di K

os S1 ha
K - K
1—dH + d*K 7 1+ dH + d*K’
donde — dH — (IH‘e. quindi 77 = 0. e dd.
5. Se S & minima, oltre ad essere ) = —p, — - V=i I‘—-P
- «i ha, come abbiamo asserito, ’
sl—r,—h__p—dh ed s,wrz— :*'~h

Infattl si ha ,

H=0; r,+7,=0, 81+ 8,=—2h; Ko:K:{1+h2K);
o =-=; K=—-; 182—(1+h2K) K_Tl'r:*h?

277 8,8, rr, h* — o%;

(8, — &)= (31 + 8)* — 43132 = 49
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e qumdx, S A 5 . o
8,>8,, 8 =8, =2; §=p—h, 8y==—p—h, cdd .
“-Se lungo upa linea 7 di S si ha costante ’. e quindi K, lango

_la linea corrispondente I, di So restano p01 costantl 8, ed 8y, quindi
anche Ko, come fu asserito. : :

6 Plu in generale & mamfesto che, se S ed 8, sono due su.
perflcle W, ad oghi linea ! di S lungo la quale non varia K, e
quindi nemmeno H, corrisponde su S, una linea /, lungo la quale K.
ed H sono costanti. > »
‘ Supponmmo, viceversa, che alle linee K —cost di S corn.
spondano le linee K, = cost. di S0 Prese queste linee come coor-

dmate u = cost,, sia dunque Zi{ = %I—i— =0. Essendo
o %1{_0 lhl«:a—}£ (1—hH)—'— :(1-— hH + BK),

tale’ 1potem, se si esclude il caso banale K=K, ._O porta ad

w

oK oH
affermare che, asswme a a—u.._.O si ha —é—d——-() ossia che H. e K )

‘,sgno funzmm di una stessa varlablle e qumdl funz1on1 una del-
P altra. , ~
Restano cosl provate tutte le assermom fatte nel n.° 2,

N



