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PICCOLE NOTE 17

Sugli sviluppi, dati dallo Schwatt, di sec^ w e tg^ M.
Nota di Antonio Mambriani (a Bologna!.

Stìnto. - L’A. indica una deduzione semplice degli sviluppi. dati dal 
sig. I. J. Schwatt, di secP x e di tgp x.

Il sig. I. J. Schwatt ha pubblicato recentemente due Note : 
una, nei « Rendiconti della R. Accad. dei Lincei » (r), avente per 
oggetto la determinazione effettiva dello sviluppo di secp x (p in
tero positivo) in un’ ordinaria serie di potenze di x, l’altra, in 
« The Tòhoku Mathematical Journal » (2), avente per oggetto la 
determinazione effettiva di un analogo sviluppo per tgp x. Queste 
Note mi hanno deciso a mostrare qui che tali sviluppi — come 
del resto molti altri — si possono ottenere con grande semplicità 
applicando la mia Algebra delle successioni (3) [per maggiore chia
rezza ho fatto di volta in volta, in ciò che segue, particolareggiati 
richiami a tale « Algebra »]. La determinazione effettiva dei detti 
sviluppi ha interesse, sopratutto, perchè si perviene così ad espres
sioni esplicite di certi numeri notevoli — i coefficienti degli svi
luppi stessi — che già sono stati definiti a mezzo di relazioni ri
correnti; numeri che si presentano spontaneamente in questioni 
importanti di Calcolo delle differenze finite e che vengono anche 
sfruttati in Aritmetica superiore.

1. Dalle ben note formule

2 eix — e~ix
sec x — ---------- —, tg x — — i -v---------7-,e e ” e -+- e

risulta che si può scrivere, essendo p un intero positivo e "\x \ < g,

n=0 n—0

(‘) 1. J. Schwatt, Lo sviluppo di secP x in serie di Maclaurin. « Rend. 
R. Accad. Lincei », Vol. XI (1930), pp. 665-667. Cfr. anche, dello stesso 
Autore, Expression for the Euler numbers obtained by expanding seen by 
means of Maclaurins theorem. « Math. Zeitschr. », Bd. 31 (1929), pp. 151-158.

(*) I. J. Schwatt, The expansion of tanP x by Maclaurin1 s theorem 
« Tôhoku Math. Journ. », Vol. XXXIII (1930), pp. 150-152.

(3) A. Mambriani, Sull1 Algebra delle successioni'. Memoria l.a (« Ann. di 
Matern, pura ed appi. », s. IV, t. Vili (1930). pp. 103-139) e Memoria 2.a 
(in corso di stampa negli stessi « Annali »).
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dove è, usando le notazioni dì divisione binomiale e di potenza 
binomiale (4),

r 2- rr—c-i)nLp)W-
W cn — |^n J » [ ln -f- (— l)n J

Da queste espressioni di cn e yM risulta intanto (s), per n — 0, 1, 2,..,,

(3) ' ' Cin+ Yo = Yj = ... = fp~l = 0, Ï2n-+-P4<l ~ 0.

2. Calcolo effettivo di cn. — I (n = 0, 1, 2,...) sono i così 
detti numeri di Eulero d’ordine superiore (precisamente, d’ordine p) 
indicati solitamente cqn En\ e la prima delle (2) fornisce già 
un’espressione esplicita di tali numeri. Da questa espressione pos
siamo però dedurre, in modo del tutto elementare, diverse altre 
espressioni non contenenti più l’indicazione di operazioni bino
mial! : per seguire una via che conduca anche alla espressione in
dicata dallo Schwatt, notiamo che dalla uguaglianza manifesta (6)

à-r I n____ %£n jn «p
1" -+- (— l)n ~ 2n £w '

segue f)

(4) Cn = (nn—- H =
\ / n \ 2n -4- g /

Ma è (8)
/ 2e , \p>*” /2"’ -+- e + 2"‘ + eI "t \m J _  / in I _  X ' / h s _  ~ m I
12»» _i_ g / \ 2 r A m 2 

e qui avendosi (9)
' Zm . g \ r)m ** /r\

- —2— = 2-’r(«» - S"')'"" - 2-.rS(-1)< (2s)"‘
*■ ' 3 = 0 ' '■

è anche

V w 7 r=0X r 7 s^O 
dove il secondo membro, come risulta subito (10) dall’esame del 
primo membro, è un’espressione esplicita dei numeri, che il

(4) Loc. cit. in (3): Memoria 1“, nj 4, 5, 23; Memoria^®, n.° 62.
(5) Ibid., Memoria l.a, n.i 28, 10, 11.
(6) Ibid., Memoria l.a, n.° 25, ß).
(7) Ibid., Memoria l.a, n.° 9, y).
(8) Ibid., Memoria 2.a, n.° 58, (51).
(9) Ibid., Memoria 2.a, n.a 41, (3).
(10) Ibid., Memoria 2.a, n.° 62.



piccole note 19

Nörlund indica (n) con , aventi per funzione generatrice 
[2 : (e2x -+- l)p’. Sostituendo (5) in (4) si ottiene, per cw, una prima 
espressione del iipo cercato :

■<«> -.--Li--"s ptvs»- :)<a"‘
m=0 x 7 r_ 0 ' 3—0 x '

Se qui notiamo poi eke è

1— 1?
s-0

si può, in (6), assumere come estremo superiore della sommatoria 
intermedia il numero n in luogo di m e fare sparire il primo 
segno sommatorie :
M «.=È (f " ~ s (- »• lA, - 

r^0x 7 8—0 ' 7

e questa è l'espressione data dallo Schwatt.
Se invece si procede direttamente sull’ espressione (2) di cn in 

modo analogo a quanto si è fatto per ottenere la (5), si ha: 

!«■, o. = ÿ (- ir? -r -1')? -*>' ÿ - a«»-.
n 7 \ r Ao+r/r — 0 x / \r / 8-0 ' 7 /-

(2s)"' = (— l)’2mA’0,n = 0 per r ;> m,

3. Calcolo effettivo di — La seconda delle (2) fornisce già 
una espressione esplicita di : da questa, e sempre in modo com
pletamente elementare, possiamo dedurne altre non contenenti più 
l’indicazione di operazioni din orni ali. All’uopo osserviamo che, per 
essere (12)

in__ i — 1 , 2" — 5 . O" 5 — 2s i ■ 2ex___ L—" !"_  - r " n In_ _______^n |n
ln-4-(—1)" ““2”-+-eM 2" 4- 5" ~ w 2" 4- 5„ '

segue (13)

In === ~
Os \P)W & /n\/' O? \nt)ni«\ _ y (_ 1 v4?] £ n i*i

2n-t-s„ j ’" ' „1=0 ' ' ' 11 '

da cui viene, in virtù di (5), una prima espressione del tipo cercato :

m t.= s<-‘r."T->■&-» * 
m—0 x 7 r=0x ' 8—0 x '

(11) N. E. Nörlund, Vorlesungen über Differenzenrechnung. Berlin, 1921- 
Cfr.'pag. 145.

(12) Loo. eit. in (3) : Memoria l.a. nJ 25, 2().
(,3) Ibid., Memoria 2.a, n.° 41, (3).
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Se qui notiamo che è (u)

"o ’ W\ r / ' ’Vp-V’

si ha, più semplicemßnt^, 

_w„ /*• i\ _!L /f«\
/7') T. = (-!)<£LiFZH1)’ , W

jhe è F espressione indicata dallo Schwatt.

4. Per avere t gli Sviluppi di secp# e di tg^ cv in serie di po
tenze di M, basta notare che da (1) segue, in virtù delle (3),

~ - Xn X X2n+P 7Tsec^ = 2( tgp ^ -- ^ (- 
n_0 m=0 1

e sostituire qui a cin una delle espressioni date da (6) o (6') o (6") 
ed a vìn4=P l’espressione data da (7) o da (7').

(u) Come ha osservato lo Schwatt e come, d’altra parte, si può far 

discendere facilmente,dalla formula J ? Ir = , |. [Loc. cit. in A:
\P) \ p ì L 1

Memoria l.a, pag. 119, (35)].


