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PICCOLE NOTE

(u x v)n]dr

[(n A^)Aw 4~ (v X n)u]d<s.

Sunto. - Si deduce in modo molto semplice una formulajgenerale di tr, 
sformazione di un integrale di spazio in uno di superficie, che contieni 

~ alcune utili formule particolari note e nuocere si presta a coordinare 
ra loro risultati classici.

(9 Analisi vettoriale generale. Vol. I, Burali-Forti e Marcolongo, 
pag. 190. ,

Intorno a una formula generale di trasformazione di un inte
grale di spazio in uno di superficie e alle sue varie deduzioni.

Nota di Pietro Burgatti a (Bologna).

Abbiansi due vettori u e v funzioni monodrome finite e con
tinue insieme alle loro derivate dei punti di un campo limi
tato dalla superficie (or). Consideriamo l'omografia vettoriale 

a == H(u, v) 4- H(v, u) — u X v

che è una dilatazione. Per il noto teorema del gradient

D’altra parte risulta (’)

grad A — grad H(u, v) 4- grad H(r, u) — grad (u x v) 
à • du du

= vàivu+-jpu -p u div «-4- dpV

= v div u 4- u div v 4- rot u A v 4- rot v \ u

S . cr
indicando con n la normale unitaria interna, si ha nel caso predente

I grad adS " 

s
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perchè'
du __ du j . à • ■ dt?
dP ~ KdP~ rot “ A ’ Jp — K JP ~ rot ” A -

perciò si ottiene la formula

(I) J (v div u u div v +- rot u /\v -+- rot v /\ u)dS = 

s
= — j[(u A v) A M x n)u]da.

CT
Questa formula generale permette, mediante specializzazione 

dei vettori u e di ottenere parecchie altre formule utili nelle 
applicazioni.

1. Si ponga u = v ; la (I> diventa

(II) 2^(u div u -l- rot u /\ u)dS — — J [2(u X n)u — u2n]d^

S • CT -
valida per qualunque u soddisfacente alle condizioni di regolarità 
sopradette. In particolare se è rot u = 0, ossia w = gradcp, si ha

(III) J u div udS — —J[(û X n)u — ~ n]d<r ;

S CT
formula già usata dal Levi-Civita nella sua Nota sull’efflusso 
dei liquidi da un foro.

2. Se si suppone divu = 0, risulta

(IV) J rot u f\ udS — —j*[(u X nfa — n]dà ;

S CT
altra formula utile in aerodinamica, come ha mostrato il prof. Teo
filato P).

3. Supponendo div u=? 0, rot u = 0, e perciò u = grad cp con y 
armonica, il 1° membro della (II) si annulla e si ha la notevole 
identità

f 1?
I (grad <pxn) grad cpd<r = ^»(grad cp)2 ndp. 

CT CT
valida dunque per le funzioni armoniche regolari.

(*) Le pressioni aerodinamiche ecc. « Nuovi Lincei », 1927.
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4. Nella (I) sia div v = 0, rot v = 0, cioè sia v = grad cp con f 
armonica, e poniamo u~P — 0, essendo 0 punto fisso. Poiché 
rot (P — O) =± 0, div (P— 0) = 3, la formula diventa

I n X (P— O) • grad <p — grad y x (P — 0) • n |

—J (grad cp X n)(P —

Sia ora (a) una sfera di raggio R col centro in 0, 
Si ha P — 0 — — à epperò i due termini

grad cp x (P — 0) • n e (grad cp X n)(P —0) 

diventano uguali e si elidono ; perciò resta

grad -vdS — -g-1 grad cpdtf,(V)

formula notevole, valida per ogni funzione armonica regolare in un 
campo sferico.

Si può scrivere
4tcP2 |grad cpdS = | ?tP8 Jgrad cpdcr

<S cr

ossia gl’integrali estesi al volume e alla superficie di una sfera del 
gradiente di una funzione armonica regolare stanno fra loro come 
il volunie e la superficie, od anche si potrelHfe dire, con una certa 
estensione del concetto di media, che la media dei valori di grad cp 
entro la sfera è uguale a quella dei suoi valori sulla superficie.

5. Pitìora si è supposto la regolarità di div n e v.

Poniamo invece che sia v — grad , ove r = mod (M— P) ;

in P diventa infinito come . Bisognerà allora escludere il punto P 

con una sferetta (<o) di raggio s e applicare la (I) allo spazio (SJ 
compreso fra (<r) e (œ), poi passare al limite per £ che tende a zero- 
Allora si vede subito che gli integrali

^(n X Noj grad^à e j^u x grad

diventano uguali sulla sferetta e si elidono.
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' iXltt -

lini f(grad ~ X n0)udw = 4tcu(-P) 
e-s«/ -

div grad ~ 0, rot grad = 0 ;

perciò risulta infine

(V jq 4zu(P) — |7grad ~ • div u 4- rot u /\ grad ^jd8

fL . J /' 1 \ / \i\ L
+ («X»)grad- 4- Igrad - X nìu — luxgrad -In der. 

cr.

Questa formula notevole non è nuova. In qualche trattato 
francese sulla teoria matematica della elettricità si trova citata 
{sótto altra forma del resto) sotto il nome di teorema di Vaschy. 
Èssa permetterebbe di calcolare il valore di u in ogni punto di (8) 
quando fossero noti i valori della divergenza e del rotazionale 
in (S) e i valori di u in superficie. Ma quest’ultimo dato è so
verchio ; giacché cotesto vettore è univocamente determinato dai 
soli valori di u x n in superficie, dati dw u e rot u in (8). Ma con 
la solita funzione di Green si possono far sparire dalla (VI) i 
termini in u e lasciar sussistere il solo termine in uxn.

Notevole è il fatto che la (VI) può assumere la forma

4?u(P) — gradi» 9 4- rotp w, 
ove 

fdiv u Cu X nda(VII) ? = -J—-dS-J—
S ' a

frot w ,o Cn A» ,w=J__dS+J__dï.
s CT

Basta infatti osservare che si ha

fgradir • diVM udS — — j gradp - • divjr udS=z — gradp dS ;

S. S s

J* 1 C 1 Cu(uxn) gradir - da = — I (u X n) gradp -da—- gradp I — da ;

ed analoghe. Cotesti integrali sono potenziali scalari e vettori li 
volume e di semplice strato.
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poi si considera il vettore (potenziale-vettore)

v(P) dS, ■J r 
s .

facilmente si trova
fu Xn fdiVM^ ~ 

div u = I------- aff -F I—------dS = — V,J r Jr T
. ' er' S

fnAw / frotM^ rot v = I — da + I--- -— dS — w ;J r J r
cr K

epperò risulta
4itu(P) = — grad div v -4- rot rot vj

ossia
— 4ku(P) = à'v.

Questa è la ben nota formula di Poisson, ed è così mostrato 
che è equivalente alla (VI). Le cose dette fanno comprendere Futi
lità della formula di Vaschy nei problemi dell’ elettromagnetismo.


