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PICCOLE NOTE 121

Un criterio sufficiente di convergenza in media 
per le serie di polinomi di Legendre«

Nota di G. Sansone (a Firenze).

Sunto« - L’A. dimostra che se i limiti di indeterminazione di una serie di 
polinomi di Legendre a coefficienti reali si mantengono limitati in 
(— 1, 1), la serie converge in media in (-—1, 1) verso una funzione a 
quadrato sommabile.

Sia data la serie

(1) aoPo ■+■ ... -t- akPk(x) -+-...
ove Iak{ è una successione di costanti reali e Ph(x) il kesimo poli-
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nomio di Legendre, - ,
1 dk

P^l, = 1)V L^l, 2,... ;

vogliamo dimostrare che ss i limiti di indeterminazione della 
serie (1) si mantengono limitati nell’ intervallo (— 1,1), la serie data 
è convergente in media in (— 1, 1) verso una funzione a quadrato 
sommabile per la quale vale lo sviluppo (1).

Per ipotesi, esiste una costante L tale che

| < L = 1, 2, ...
da cui quadrando

^kak2Pk*(x) -4- 2^akalPk(x}Pl{x) < L\
1 fc<Z

Dalla formula di Adams (l) abbiamo con L <1 :

P toP(X) - V + 2fe-4r + l) , .
^(x)P;(x) - 2.,, (A+i_t.2ZH-2fc-2r^l) r’+^x>

con

e la (2), qualunque sia ti in (— 1, 1), diventa 

n 1
(3) 2fc +~1 ®‘2 Cl’Pl(a;) ■+- + - -*■ < L2

con cn c2,..., cu costanti reali.
Osserviamo che esistono in (—1, 1) dei valori di x i quali an­

nullano il polinomio < ■

A\x] ~ CjPoJP2(^) î -4- 7
si ha infatti ' 

i ‘ -
^A(x)dx~Q 

v — 1 

e il polinomio assumendo in (— 1, 1) valori di segno opposto 
si annullerà almeno una volta. Per tali valori di a; la (3) diventa

. w 1 ' < V- , A
« = 1,2,...;

(») Cfr. E. T. Whittaker and G. N. Watson, A course bf Modem Ana­
lysis, [3a ed., 1920, Cambridge], pag. 331.
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è convergente quindi

e poiché il sistema

la serie ^KaK2/(2k -+-1) ed anche l’ altra serie 
1

2K-4-1 
2 P*(x} fc —0, 1, 2,...

è ortogonale in (—1, 1) per il teorema di Fischer-Biesz (j) la serie 
data (1) converge in media verso una funzione f(x) a quadrato 
sommabile tale che

1
a* = ^f^^f(x)P„(x}dx, fc = 0, 1, 2,...,

c. V. d.

(1) Okr. ad es. O. Vitali, 
Zanichelli, Bologna], p. 62.

Geometria nello spazio Hilbertiano, [1929,


