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Dimostrazioue assoluta di un teorema di Gauss.

Nota di CEsaAre RiMINI (a Bologna).

N

Sunto. - In questa Nota si dd una dimostrazione assoluta rigorosa del
celebre teorema di Gauss relativo alla mvarmnea per flessione della
curvatura totale di una superﬁcw

& 1. Se P, P, & una coppia generica di punti corrispondenti div
due superficie S ed S, fra loro applicabili, la ugua.glmnza '
1) : dP*=dPp* .
mostra che le relazioni

@) k dP,=8dP, n,=bn

(dove m, n, sono vettori unitari normali ad S ed S, in P.e P, ri-’
spettivamente) sono compatibili ed atte a definire una isomeria §,
dello spazio ambiente, funzione di P variabile su S. Senza ledere
la generalith, potremo 1ntendere che sia I,8—1, bastando, in caso
contrario, mutare », in — n, ‘

Per le curvature totali delle due snperflcle in P e P, si hanno
le note espressioni (?):

dn A\ dnXn dn,/\‘o‘n,Xn,

®  IEEAExw T ap AR Xn,

. () Cfr. BUrGaTTI, Boaaio, BuraL-Forri, Analisi Vettoriale Generale,
vol. II, parte I, cap. II, n. 6. '

~



PICCOLE NOTE : : Co lca

dove d, 3 sono simboli di dxfferenziuii indipendenti, tali ciod che

dP \3P 0 (e quindi, per la {2), anche ;il’ N3P =0y
Un noto teorema di GaUss, che qui ei propomamo dl dAmo-,"_'

utrare per via assoluta, asserisce che ¥ — JC . e
Biccome i’ denominatori . delle espressioni 3) sono mamfesfs- o

‘mente uguali, a causa di I,5=1, tatto si: nduce & dlmostrare ia o

_uguaglianza dei numeratori.
AlY uopo 8i osservi che dlfferewando la seconda &elhe 135 Bl hﬂ_

@) . dn, = %dn + d% . n, .an ..vn+ap.nf»‘i‘

_ D’altro canto, differensiundo la S

- Rs.s=t, | ,

. relazione caratteristica delle lsomeme (equivalente u KB = "—’)

ricordando che gli operatori K e d sono commutabili. bi ha:
5148 = — K(5—d%).

Ne segue che %~'d5 & assiale. Detto u 11 suo asse. &i ha la prima
delle due relazioni : :

(6) C ds=8.wA, B=Bew A,

.dove w e v indicano vettori infinitesimi. :
Dalle (4) e (5) si trae subito, ricordando, al solito, che I,ﬁ_.l

dn, \Nn, xXn, =(dn+u An)\@Br+o /\n)X

Sviluppando il secondo menibro, si nconosoe che la dlfferenzlv i
fra i numeratorl ﬂelle espressioni (3) vale: ' -

(6) {u/\n)/\Su><n+dn/\(v/\n)><n+(n/\u)/\(n/\v)><u_
...uxon—vxdn+u/\v§<n '

TImporta ora  far vedete che & (e cosi v) é vetton hngente ad S
Infatti, differendiando (con d)-la IR

. BSP """OP 1 : i
e tenendo. preseute la prima delle (5), si ett.{ene
| HARP) = dSP, ~ SBP A
Moltiplicando (x) per dP dopo aver upphu%‘ﬂ &u mw
(che. esiste certamente) ol ha: - .
AP dP= p*'dSP.xdphd%dePg'ﬁP.x@*“
— AP X< AP = 48P, X 4P, — REXEP: -
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L’ ultimo membro & nulle, come si riconosce differenziando la (1)
e ricordando che i simboli d.b3 sono commutabili, quindi I’ asserto’
& dimostrato.

Se ora differenziamo la prima delle (5) con 3 e la seconda con-d
e confrontiamo i risultati, tenendo conto delle (5) stesse, otteniamo:

Be(dv—3u) A\ =B-vA- u/\—@-u/\-'b/\
da cui, per essere B propna, segue :
viod (dv—3w) A—v/\'“/\—"/\'V/\—(V/\u)/\
(7) dv — du = v Au.
D’ altra parte, differenziando le :
uxn=0, v><n=0
rispettivamente con 8 e con d, si hanno le rélazioni :
ou><n—|—u><8n_.0 dvxn—{—vxdn._O

dal confronto delle quali, con ngualdo ‘alla (() segue che il secondo
membro della (6) ¢ identicamente nullo.. : :
11 teorema di Gauss resta cosl ngorosamente dlmostrato

2. La difmostrazione qui esp’bsta colma una lacuna contenuta
nell’ analogo procedimento propoesto dal. compianto . prof. BURALI-
Forr1 (). Questi invero,: giunto alla (6); conclude il suo ragiona-
mento asserendo che quella espressione & infinitesima del terzo
ordine, il che si verificherebbe — cosi Egli dice — per essere i
vettori w.e » infinitamente :poco. inclinati rispetto ad. n (%). Ma cid
non &; anzi, come si & visto, essi sono invece tangenziali. B

Si pud notare che, se wu, + sono gli assi delle assiali 8—*d5,
f—188 pertinenti agli Spostamenti dP 3P, ‘sard w -+ mv quello lela-'
tivo allo spostamento dP -+-mdP;. qualinque sia' m, onde si con-
clude che esiste una omografm « a due dimensioni (3) (operante
nel piano tangente ad S) funzione di' P, tale che

u__.oth 'v_._awP

(*) Cfr. « Rend. Ace. Lincei », vol. XVIII, 1° sem. 1909 pagg 2‘%’: 241 ;
(cfr. anche Libro citato, parte I, cap. V, n.'8). - i

(3) Da cid infatti seguuebbe} che gli angoli fra u e 3n, fra v e dn sono
infinitamente poco diversi da un retto, e che quello fra 2 e v & infinite-.
simo, con,che ciascuno dei-tre pr odotti costitiuenti il seconido membro della (6)
conterrebbe tre fattori infinitesimi. .

(3 Circa.le proprieta di questa omogxaha, veggasi la Nota dell’A.,
Sulla flessione delle superficie, in’ corso :di pubbhcazmne nei « Rendiconti
Ace. Lincei », (sednta del 17 maggio 1631).
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Ora, la sola ovvia constatazione della dipelldellzn lineare degli »
dai dP @ sufficienfe per dimostrare la inesattezza dell’ affermazione
di BugaLt-Forri, giacché da essa segue che, al variare di dP pa-
rallelamente al piano tangente, gli u variano parvallelamente aj
raggi di un fascio, e pertanto non possono mantenersi infinita-
mente poco inclinati rispetto a verun vettore fisso.

8. E utile notare che ai differenziali dell'isomeria 4 si pud
anche dare la forma
) ' A3 =u, \B, B=w A 5
essendo u, = 8u, v, = v, perche dalle (3), per x qualunyue, si ha,
ricordando che I8 =1:
- ) == — .
ds -0 = Baw \) = () \ B = [(e) A\ Sor -
e si pud anzi precisare che I'assiale -2, A=d8%.4~! non ¢ ché la
trasformata 8(37'd8)3—' della 5—'d% mediante 4. '
Segue in particolare che i vettori w,, al variave di dP. variano
parallelamente al piano tangente in P, ad S,. cio¢ si ha:
' w,Xm=0, v, X8nr=20: .
mentre, operando come dianzi, si ottengono le relazioni:
{7) ’ dv, — 3w, =4, A v,
(6 - W, X 45 — v Bdn e, A v, < B =0,
mediante. le quali, imitando il procedimento indicato al n. 1. si
perviene ancora alla relazione H =K.



