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PICCOLE ' NOTE ’ 131

Due proprietd caratteristiche
delle funzioni a rapporto incrementale limitato.

Nota di Grovaxxt Riccr (a Pisa).

Santo. - Si stabiliscono due proprieti caratteristiche delle funzioni a rap-
porto incrementale limitato, delle quali la prima é analoga a quella
che definisce U assoluta continwita delle funzioni, e la seconda e ri-

. guardae la variazione totale.

1. E noto che, seguendo G. VITALI, una funzione flx) della va-
riabile reale x, definita nell’ mtervallo (@, b) si dice ivi assolula-
mente continua quando prefissato un numero : positivo arbitrario
si pud determinare un numero 3 pomtlvo tale che, per ogni insieme -
dl 1ntervalh (@, b), (1==1,2,.., m), di (& b). in numero finito qua-
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. lunque, non sovrapponentisi ed aventi una lungliezza complesswa
minore di.3, risulti (}) ,

E i) — ﬂa;)i

La definizione enuncmta & equivalente a quella ottenuta SOStl—L
tuendo all’ ultima diseguaglianza la seguente

S | ) — fla)

‘In passato, qualche autore introdusse per I’ assoluta continuity
delle funzioni f(x) la definizione che si ottieme dalla precedente
sopprimendo le due palole « non sovrapponentisi »; le condizioni
che si venivano ad imporre per I’ assoluta continuita erano eviden-
temente non meno restrittive che le attuali, anzi si pud affermare
che esse erano piw restrittive in quanto, come & gia stato osservato (¥),
tali condizioni vengomno a caratterizzare la classe delle funzioni
a rapporto incrementale limitato (uniformemente lipschitziane), la
quale & una classe particolare delle funzioni assolutamente continue.

Scopo delle presenti righe & di dimostrare questo fatto, ciod:

Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione 1(x) della
variabile realé x definita nell’ intervallo (a, b) sia i a rapporto
incrementale limitato (uniformemente lipschitziana) & che scelto co-
- munque un numero positivo s, §i possa determinare unm numero po-
sitivo 8 tale che, per ogni insteme di intervalli (ai, by), (i=1, 2,..., m),
(eventualmente anche sovrapponentisi) in wnwmero finito qualunque
ed aventi una lunghezza complessiva minore di 8, cioé

< &

< &,

(1) | 3 — o] <3,
risulti

2) , :‘: | b)) — f(ai)" =<e

Il teorema sequita a swussistere qmmdo 8i sost@tmsf'a alla (2) la di-
sequaglianza

@ | S 176) —flay| <.

La condizione & necessaria. Suppomamo che esista un numero L
tale che per ogni coppia «, " di- punti dell’intervallo (@, b) sia

{") Vedi L. ToNeLri, Fondamenti di Calcolo dellé Variazioni, Bo-
logna, 1921, p. 63; Cu. DE LA VaLrLie PotssiN, Intégrales de Lebesgue,
Fonctions d’ ensemble! Classes de Baire, Paris, 1916, p. 77.

() Vedi L. ToxeLLI, Sulla ricerca delle funzioni primitive, Nota I,
(<« Rendiconti . Acc. Lincei», serie 5% vol, 29, p. 45), nota a pid di pagina. -
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" (condizione di LIPSCHITZ) ,

- ﬂx/) _— ﬁx") .

. ‘ wl —_— xu < L .
allora risulta , - .
S | fb) — fla)| < L| b, —a, |

quindi .
'E lﬂbf)—-ﬂa.-)!

K} hssato comlmque € pomtlvo, basta prendere 5 < e L perché 1a (2)
e la (8) seguano dalla (1).

La‘ condizione & sufficiente. Dimostreremo ehe se ﬂx) non &
a rapporto incrementale limitato é impossibile soddxsfare alla con-
dizione dell’ enunciato.

Sia flx) non a rapporto incrementale hmlta,to, se essa © dl-
scontinua evidentemente & impossibile soddisfare alla condizione
in discorso che richiede la continuita; ci rimane dunque a stu- '
diare il caso di flz) continua in (a, b), della quale denoteremo con M.
il massimo in (@, b). .

Fissiamo ¢ positivo arbitrario-e suppomamo che sia possibile
detérminare in conseguenza il numero 3 pel quale dalla (1) segua
la (2) (e la (3)); per Y ipotesi su flx) & possibile determinare una
coppia di punti «’, &’/ dell’ intervallo (a, b) pei quali & \

= g/'l‘ﬂbf)—'ﬂai)l<L 'g ]b.:—‘ai‘I

‘ lﬂa;’)—ixl" '4_

Le due dis’egu,aglianze porgon'o rispettlvamente

| fle’y — ﬂx”H>M
2  fl
|2’ — = l< H"(ﬂv)%[ﬂﬂp ”gl

Determiniamo un intero m per cui -

3/ , /v'v e )
. 5<m.|a: - | <3, cioé 1<m?-[—w’-;l—‘<‘:2
_alloraé | V
ey 2’ — o
Tlmy ﬂa:) f(w)}] m | flx') — f(z)-|>m 3 l-e)e,

dunqne Iintervallo Qi estreml a:, x” ripetuto m volfe: da un ;n;

sieme di intervalli pel quale dalla (1) non segue 1
a (2
la (8). Per I assurdo il teorema nsulta dlmostiato ( )10 neppo‘-re
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2. Come corollario del teorema precedente, detta V(x) la varig-
zione totale della funzione f(x)'in (a, x) ('), dimostriamo :

Condizione necessaria e sufficiente perche f(x) sia a rapporto
incrementale limitato é che lo sia anche V(x).

La condizione & sufficiente, poiche dalla definizione di V(z)
segue ‘

1 it ,r ) ’ (o™ S
| ') — fle”) | < | Vi) — Vi) |

La condizione & pebessaria. Infatti, se comunque si fissi (> 0)
& possibile determinare 3(>0) in guisa che dalla (1) segua la (3);

suddivisi gl’ intervalli (a;, b,) comunque in parti (c.», c,,,-+1) si of-

tiene ancora un 1nsxeme di intervalli per cui vale

. n N
2ioin—tip [ <3, 2 )3 | flopren) —fici,) l e
3 =1 E r ! <

Per la definizione di variazione totale la somma X! flc;rq1) — ﬂc;,-,r);
B ) . . ' 'y

s8i pud rendere prossima a V{b)— V{q) tanto quanto si' vuole,

unndi risulta anche (si suppone per fissare le idee ¢ < b, a; <<b))

i
i

S 1VG) - Vi)t <e

e pel teorema -precedente anche V(x) & a rapporto incrementale
limitato. .

(") Vedi L. ToxeLLL L ¢. in (1) della p. 182 2, p. 41 e 64: M. Picoxg,
Lezioni di Analisi Infinitesitnale, Catania, 1923, p. 613. = .

(



