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Sulla serie Z
1

-
()

- Nota di ARMANDO OHIELLINI (a Pisa).

Suuto - L’ Autore determina in maniera purainente aritinetice ed elemen-

- 00 T i
tare la somma della serc’e,.‘lg—' e trova alciune proprietic iuteressanti
1 ne
k * k -
per U espressione f(kr) = 2y (— 1)"(2)1“.

[3

Il prof. ScHWATT in un suo recente libro (?) studia 1'operatore

differenziale S : .
a4

b=z 4.

L

- () SCHWATT, An é'ntroducﬂon to the operatio;zs with series. (« Press of
the University of Pensylvania ». Philadelphia, 1924). -
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‘e trova per esgd la formula
’ o dry
(1) P =D, Gt

ey
T dic

daove i coefficienti @,, risultano definiti dall’uguaglianza

= e

ed inoltre soddisfano all’ equazmne rlcorrente
Gy = kaf”—uh"‘ (LS

Servendosi p01 della (1) trova per la somma S(x) della serie

1’ espressione

e quindi, in particolare

Sy =32=e. Zrk? 1)"2 —1 (e :_(éa”k).e

’ Da questa formula non- rlsulta 1mmed1atamente che il fattore
per cui viene mol’tlphcato e sia un numero intero ed inoltre si
ottiene con procedimenti niente affatto semplici. D’ altra parte, data

. . n"
la notevole importanza della serie 2 el che serve al calcolo delle
nw H ) o
somme S,,h_z p*, non credo mutlle mostrare éome si possa

giungere al caldolo della serie in discorso medlante una via pura-
mente aritmetica ed -elementare.
A questo scopo proponiamoci- di vedere se & poss1b11e deter— !
minare r costanti opportune per cui si abbia identicamente
. n” n—! b,y b, )
@ I S = L T YA
‘ O by, b, .
to—r+ T m—n0

riducendo a forma ihtera, msulta subito
(3) \ ’ 'n”_l _—2 -Dn--ph— bah,

dove abbiamo,’ al sohto, indicato con D,—,,x-, il numero delle di-
sposizioni di # — 1 elementi della classe E—1.
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»

"Ponendo successwamente nella @G r=12 3,. v 7‘; avremo il
sistema

b,:;:l"‘l

11Dy + by =21

21 b, 4 81 b,y + by =31
Co _ 8!'b,, +81b,+3b,+ b, =41
Cy 4'b,,,+4'b,‘+4 3b,,+4b,,+b1.-5'—1

(r—_2) br71-1+('r 2) bq)r—’+Dr—2! r-‘b', ""i+ +Do—g)zbr3 +
b Dyigy b,,-l—b«,—("-—l)""l :

‘ (r'—'l)'bn + (r"""l)' br) Pl +D"—'l7 r"ib”"—’ +.. +‘D""1’z *3 -+ '

_ ) 4D, b,y + b, =1

‘che consta di r equazioni lineari in altrettante incognite, con de-
terminante differente da zero; otterremo cosi i valori delle b, il che
~intanto ci fa concludere che la decomposizione (2) & sempre pos-
sibile ed in un modo solo.
Risolvendo, dalle {(4) si ha
b'l = 1r=1
11y =21 1
215, =31 —-2. 2r—1 41
B1b, =41 _ 3.3 4 3. 711
¢ -_4'b,.-..:5"" 4.4r-1+e.3'—1—4-2'-—1+1'

o-——1 — ' "'—1. ” — 7
; )(') ——-1) v l+( 9 )“'——2) :‘1——+_-..+
- r

s -L[(f1)*—*(,, - 2)2" + =1yt

vz

;"," % cmé m genemle " _ o : .
‘ T ke : —1 -
RIS W (S

e prendo l'w—@:a

. 1P v,k v
(k — 1); b= L—]‘;—) . 1(— 1) (1)1,'
i .
qioé anche ' - e ) e
AB) Tk ba=(—1Hk, 1)

. dove si @ postu per brevita

N Z‘— A
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Dalle (5) e (6) si venfwa snbxto la formula rlcorrente
@ ' T =Bt boan

Giod i mostri: cofficienti b comcldano con le a,; del prof Scnwu"r- A
il chd & interessante temendo ‘presemte il significato delle a,, .
Dopo cid riprendiamo la nostra serie e spezziamola come segue:

+ (r’i—;n”' + 2 D G n_l‘)—‘ﬁ
Ma s8i ha .
i (nf:rr'*”“l"" =gy (r—{m; (r.fmf
"gﬂmi——ﬂz}izbﬂ;8—-‘1—‘1-—-21!”-—.-../._——(7‘-:1_—2j!ﬂs. .

br,r—l ’ _ - ‘ . b
r+1ﬁm—-bﬁf——139“—1—"137 En(n ) = byyle — 1),

(1) Poich2 le b, sono intere, come risulta subito osservando che sono
intere b.,, br; e tenendo conto della (7), ne segue dalla, (5), che f(kr} &
“divisibile per k! B interessante, sulle f(kr) osservare che si ottiene facil-
mente la formula ricorrente .
[k, 1) = Kf (k, f-1)-kf(k-—, r—1) :

e qumdl che, procedendo per induzione risulta f(k, r)~—0 per r<ke
f(kk) = (=1)*k! Che lo b.» siano intere, indipendentemente dalla ‘(7); si
pud dedurre come segue:. poichd b.j =1, by =271, ne segue da

/

r . . ) .
7~ = 2D,k brry che & intera 1’ espressione
- 1k .

" —1){ Bry + (n—2)brg+ (8—2) (0 —B)b,, .0t (n—2(n—3)..—(n —g‘;'+1)b,,~. |

e quindi la quantita entro parentem o0 d infera o continua al massimo # —1) .
al denominatore; ma questa seconda ipotesi va esclusa’ perchés per % w1 !
T espressione stessa resta finita; allora ne segue che ® intera anche l’espres..
sione
(n -—*2)]b,~3+(n 3)br‘+9..+(n—-f) o - (”——"+ 1)6'.'.’
e ripetendo il ragxonamento, risulta che .intera I’ espressione enfro pa-
rentesi; facendo n =3 si ottiene allors che nnche brg ® intera.e cds} con- )

tinuanio segue 1’asserto. -
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e qum(h, eseguendo la somma., ed ordmando, ‘avremo

Zg;qb,,+“.+bﬂ)+1r—'-—(bf,+ +b,,)+2r '—(b,l+ .y
1.

3’"‘—-b,+ .+ by, 4""—b,.+,, b"
by, ) + — L 31 br r_g? ( 3 +» - r_a) et

Rt e o 0 et
=) e e

Ma dalle (4) risults - e
. o . : br‘ ~.3"--1
2T

Brr - by, gt Orr2 | Drrs +,br,‘ e
TR Rt s | B =

b"n = 1"_1’ b;': -+ i"x = 2,‘—]? 'b"ﬂ -t_ b"a

e quindi, semplicemente
o0 -
T

Ponendv, per brevita .

= (b, + br, + ... + bprle.

,
Zkbrkzbr .
, 1
risulta infine .
Q.
) _i»br‘.s
=

)dove by & un numero intero che si. 88" calcolare eIementarmente, ’
" Per i prinmii valori i r, st ha:

by=1 . = 1
by=1+ 1 . . =.2
b,=1+ 84+ 1 = 5
bi=1+ T+ 6+ i g = 15
by=1415+ 25+ 19+ AT =52,
‘6_.1+31+ 90 + 65+ 15+1 ' .-_203,
-b,_.1+63+301+350+140+21+1—-877 R
"-bs_413s b 22147 Do =115975 e

iy

da eui risulta come i numeri b vadano ra,pldamente crescendo



