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PICCOLE NOTE = 141

Il moto def gravi in un meizo resistente.
Nota di GIUSEPPE Storza-DRAGONT (a. Napoli).

" Sunto - Questa Nota contiene uno éfudio qualitativo delle tradettorie di un -
- punto soggetto alla gravita e ad_@ma forza resistente. - ’

In questa. Nota espongo uno stadio qualitativo sulle soluzioni
del problema principale della balistica esterna (}): determinare la.
traiettoria di un punto mobile in un mezzo resistente e immerso
in un campo gravitazionale costante.

I teoremi che seguono mi sono stati luggentl da alcum ri~
sultati, resi noti dal' prof. PicoNe solo di recente (%), ma che ri-
montano a una ricerca gia condotta a termine durante la guerra.
Ispirandomi a questi risultati, ho tentato ampliaine il campo di
validita, e cosl ne ho ottenuto delle estensioni che’ lasc;anu a,lla.
resistenza offerta dal mezzo una liberta quasi assoluta ¢). '

Basta che per la grandezza di questa resistenza si ‘abbia la
continuita rispetto. agli argomenti da cui dipende, la convergenza.
uniforme verso una costante (0 una funzione) minor di g (¥ al
tendere a zero della velocitd del punto, perchd le- traiettorie pre-
senfino le proprietdh regolari classiche. In particolare esse . son
sempre dotate di tangente e 1’intervallo di tempo, in cui & possi-
bile definirne le equazioni parametriche, va sempre da un istante
~iniziale a infinito.

Infine, in una ce:chia. ‘leggermente piil ristrettd, dd anche dei:
" teoremi sul comportamento asintotico delia velocith._

1. Hn puntn P soggetto alla forza eh gravita, supposta ‘costante
m direzione e verso, ¢ mobile in un mezzo'che offra ana resistenza:
di semso contrario alla velocith di' P, qnando velocith e resistenza
siano entrambe ‘diverse tfa. zero, si’ sposta, muntenendosi in uno-
~ stesso piano verticale. -

Sla allora xy una coppia di assi ca.rtesiam di qnesto piano,

. (4) Cir. p. es., Ligvi- CIVITA @ AMALDL" Laemw da Meccamwa razumale,
Zanichelli, vol. II, parte I, cap. IL. . - -
) Prcong, Sul molo dei. gram aell’atmosfera, questo « Bollettmo »
aprile-giugno 1330.

" (3) 11 progresso segnato dalla - mia- sulle rieerche precedenti 8i & che
io.non ‘avrd aleun bisogno di parugonare r orgline di inﬁnitanimo delll
resistenza con la velocits mfinitesima v

{‘) Naturalmente g & I’ acceleramone di gravitio.
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2 riuscendo orizzontale, y verticale e rivolto verso 1’alto, la posi-
~ zione di P all’origine dei tempi dandoci 1’ ofigine delle coordinate,

- Supporremo la resistenza F(, x, y, «', y') offerta dal mezzo
funzione continua e mai negativa del tempo e della posizione e
delle componeriti della velocita del punto, definita per tutti i valori
‘delle variabili da cui dipende. Sara inoltre F(f, z, 4, 0, 0)=0¢
quando-x ed ¥ si mantengorno minori in valor assoluto di um nu-
mero positivo arbitrario ¢, la relazione

) : nm F(, o, y, , y’): : (v =Vz7 1 y),

sard soddisfatta in modo uniforme nell’ insieme — oo << t <+ oS, ’
lel<g lyl<aq (‘)

~ 9, Le ébmponenti iniziali della velocﬂ;%i d‘l‘P siano -entrambe
© positive; per un certo intervallo di tempo 0<t <) il punto
__ascenderd con _velocita’ v(t) sempre posmva lungo una eurva dl
mchnazmne ?.v(t) (*) sempre positiva. s J )
La veloclth di P essendo diversa da zero in tutto P 1nter\ allo
"0t < t »» hello stesso mten allo v(t) ¢ 'v(t) SO0 astrette alle equazmm

cos I
v

(2) ‘_—_—F(t , §f, * o")’-‘—-qsen‘:r, Y=g
] .:)c——'ucosir J——'vsen*

dove g & 1 acceleramone di graviti. :

" Poiche o(#) ‘& () sono pesitive in 0 < t<<t;; le loro -derivate -

prime vi saranno minori di zevo, ed esse, decrescenti & qumdl li-
mitate ‘e convergenti verso due hmftl”v(t) ()

Allom, se toa<+oo edistono ‘anche i limiti*: s D Riraed

= v(to) sen it i

iy . Bty

2, —llmw{t)—m(o + vcosirdt Jo—‘hm?(t)'—y(o 'Fj‘u”:s‘?ﬁidt.;‘;
. o . ’

“ (%) Pit genieralmente si pﬁb supporré'soddfsfétta in modo uniforme la
relazwne lim F(t, @y Yy o , y')==F(t % ¥ 0 0) in ogm insieme del tipo

o pe—el)

i< o, (x] =g, |J]<q Allora in clascheduno di questi insiemi
dovm essere. F(l,: x, y, 0,°0)|<<E, con k< g- (gé il valo' dell’ accelerazxone
di grav1tﬁ) o dipendente solo da g. ) N

“(): 3(2) > la misura dell’ angolo formato. dall’ asse. x e dall’ asse chc nae‘

kpea-( -gostegno. la, .tangente alla traiettoria nella posizione: occupata da P al- .

Uistante £ e per verso pesitivo il verso del vettore velocitas 3(¢) @ determi- :
nata se v(f) & > 0. Quando $(t): non & pulla, il suo segno sara. qnello di y'(t).
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e, se o(t,) o magglor di zero, o(f) e =(f) si possono prolung«nu oltre
il punto /, (}), il punto (£, Loy Yo Xy'sY,') risultando interno all” in-
sieme di regolarita del sistema (2). Cosi prow«ruendo, si pervieno
-conservando u(t) e =(f) sempre p0s1t1\'e ad un . eventuale istante
t, <+ =~ per cui sia

3 lim o(f) = 0, lim (=0,
’ : t—st, - t—et, .
oppure R - ,
@ o limoed) > 0, lim ’:r(t) =04

' t——-tl

ovvero & f,_+m e in ogni’ momento si ha

@ of) = 0, =(f) >0, ,
rmscendo in ogni easo soddlsf.ittv lu'(*)) nell’ mtvn.lllo 0/7‘ < 1,.
k Indl ando con V. V. V, e g i valori iniziali-di ¢. a, 1/, ez

-

(dl_ guisa che o - positivo e minor di:: 5 pm( ¢ per lpotml V.eV,.

%H‘lﬁ—ﬂ‘lﬂ“"‘*tei‘—f,_, H TQYO"_&ﬁﬁ'a essere ’ ) s e e

. . T :
RN . Ut cos 3

O<lims(f) =+ —lim |g——dt <sy;

et t—et, » ;
. . T : -

t

?

¢ Pintegiale J
Questa circostanza esclude senz’ altro le (3) e Le (). Infatti, se
sono verificate le (5) in ogni istante da zero a + co, v(f) e =(f):sono
decrm( enti e minori di V e 2 in ogni punto della traiettoria: ne

€08 T cos
segue '—:;— = Vf > 0. el integrale seritto per = + oc har

avrd un limite finito per t—t,.

come limite  + oc. Se sono \euﬁcata e (3), ‘abbiamo’ @ltj e ,tf} s
crescenti’e limitate" peri compreso fra 't ¢ 16 zéro; & limitaté con
esse’ X(t), ﬂt), £(t), y/(f). Né segue che anche i valori di F lungo-la-
tralettoua per ¢ compreso fra 0 e f, descrlvano un insieme lumt.ntu
di -humeéri p0s1t1\'1 ae wia P r est1emo supenore In b.he .|1].|‘
prima- délle (2) si“rieava e )

t o
. g cos 3(v) - PN
g tl..l_l.lile J dt‘}llf‘l) f—er+gsen :f('v) dl—"
. . 1"" P . V
BT g ceosT. _geos g L. ‘ av )
"vh_.ojjv!lf’,*-ng sen :s)d" =p+yg uﬁoe =T

v -

(" A causa -della (renerahta lasciata alla F per puro mteleaso anali-
) tico, questo plolungamento potrid anche farsi in pit modi.



M4 - poLETTINO DELLA UNIONE MATEMATIOA ITALIANA

Com questo siamo rimsoiti a dimostrare che a un certo mo-
mento ¢, il punto ha ancora una velecith positiva, quando la sua
traietioria ka gia la tangente orizaontale; le soluzioni del sistema (2)
8i pessomo prohmgare a destra di .

3. Ci sard facile mostrare che.
» 4 partire do questo momento la velocita di P mon si potri
pit annullare; Uinclinazione si manterra negativa, decrescente e
> -—‘-%; P 3i ‘muoterd mdeﬁnitmne'nte;'v‘indeﬁmtame'nte abbassan~ -
dosi. - , ‘ o
Consideriamo un qualunque prolungamento della nostra solu-
zione oltre il punto #,; e sia f, << + .o e >¢, un istante tale, che
in tutto I intervallo ¢, <<t<{, la velocitah di P lungo la traiet-
- toria che si considera si mantenga diversa da zero. ¢ quindi posi- -
tiva. Lungo questa traiettoria fm :ch e I pawa la relazione-

(.OS cos =(f)

QZ”U): —97Hp ; cloé (f) @ mteomhz dl un’ equazxone dlfferen-

. cos < - . ) .pe
ziale, ‘:':_QT-(’tT’ che involge solo = ¢ f e che verifica la con- -
dizione di IjtpscEITZ rispetto a =. Allora se in un certo istante ¢,,

compreso fra‘t e f,. fosse s(f)=—3

3. in tutto Uintervallo {, <<t <{,

sarebbe sempre i) = —) poich® questa costante & 1 umico inte-

grale della ¥ = — g r—’i“—~ che per t=1, si riduca a -~ (‘). Ma
quento & ansurdo: qumrll
Qualunqgue. il fmzpﬂf)rm ‘the “8i crmszdma, neéll’i tervatlo ,

) tlgt el N I it Ao in qmstn stﬂ.sso intervallo & v(t) - 0

ed ‘allora la seconda delle (2) ei di senz’ altro che 3(f) & una. fun--
ziome decrescente nﬁli'intﬁfva}lo"ind‘icatn : e da 3(t)=0 segue
anche che 4 ~ -

Nello stesso intervalio & sampn' 3(t) < 0.

Sia ancora t, <7 ¢ o< an istante tile che in tutto ]'mterval]o
t, <t <t, la velocita del punto P si” mante nga diversa da zero.
l'n gquesto inte malln RON06 «-qnmmm del moto di. r anche le’ ‘

/7 ”n

(6) - Cpte - Feosy, Y -—g——-FQ('n-..
= 1Y) 8§ rammenti che ¥ =—qp—m~ %mldmfu a]la (,ond:zxone dl LIPSGH1T7 o
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mentre dn — : <=0 si ha: : o ’ .

sen IS0, @ moecon3s -0, gy mosenz-T0,

Lo equazioni scritte dicono che o & decrescente ¢ positiva o quindi
limitata, ¥’ negativa ¢ non minore di g’ (1) “gti,- - 1) ¢ quindi
ancora limitata nell’intervallo £ =518 < f,. Insieme con e derivate
prime ¢ la off) saranno. limitato in questo intervatlo anche la woth
e la git) ¢ quindi ta funzione F(f, x(t),...); allora, visalendo dalle (61
alle funzioni primitive a mezzo di successive  integrazioni, si ha
che esistono ¢ sono finiti per & — £, i limiti di 200,00, (. '\l e ol).

Orbene, il limite di olf) & sempre diverso da zero; perche al-
trimenti, essendo x(f) ¢ g(f) limitate in §,-- "¢ 4,, in base alla (1)
il limite di F(f, w(l),...) per ¢ —F, savebbe lo zero, ¢ dalla prima

-~

delle (2) e (I:t» =t decrescente, - ) e 0 per t _#,, \’1'!'!‘1"».').0
lin-o't=—1t m-nﬂim =t =0,
t—st, teot,

il che ¢ assurdo, non potendo la funzione positiva oty annultarsi
per f— t, avendo a sinistra di £, una dervivata positiva (4).
Dall’ esistenza dei limith di wtd), 4f), oih), y'th), oty por t—1¢,,
a dallessere il limite di #(f) diverso da zero segue che la solu-
zione del sistema (2) si pud prolungare al di liv di £,; o quindi si
pud definive in tutta la semiretta dei tempi positivi, avendosi
sempre. o(t) - 0 (%)
Unendo gquesto al risultato gitv ottenuto si riconosce subito che
tutte le asserzioni fatfe, meno I ultima, sono giustificate. 4 .
‘Dimostriamo era che al erescery indefinito del tempo la quota
di P diminaisce indefinitamente, ‘ -
) Sesifal ipotesi indicata nella nota u pi® di pagina relativa alla (1),
- ricorrendo al limite .
V cos

lim $(¢) =lim | —g¢ dt,
sty t—ets, !

8i dimostra che se v(f) si anmulla per ¢—¢,, il limite scritta & — " allora

passando al limite nella (2) si ha I
lim v'(}) =— lim F(, =), y(#), 0, 0) +-g > 0,....
) t—rty t—st, :
(!) Se cosl non fosse, detto f, il punto oltre il ‘quale la soluzione non
8i pud prolungare, o il primo punto in cui v(f) si annulla, si cadrebbe su-
bito in un assurdo. .
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- Da y(})=vsen3<0 per ¢t > ¢, segue che y(f) & decrescente
per { > tl, e quindi che-esiste 11 hmlte Y= hm y(t) < 4+ 00 e che ®

y(t) >y, se t>1%,. Se y non & — oo, esiste fmlto I’integrale

-+

@ . o Jy’(t)dt,‘

dove-. £, é un qualsms1 1stante postemore atl.
Dalle unltime delle (2) abbiamo , S
0<m(t)__ y(teotgs(t) in <<t -T-+oc,

e quindi m(t)<y(t) cotg 3(t;), pomhé ) e negatlva, e cotg B(t) &
negativa anch’essa e decresce in valor assoluto col cwscele del
tempo. Ma allora esiste il limite = '

t . : . o : .

tim foi)at < cotg ) |yt ~ + oo,

T— poo s o S Vtu - s ‘*’ — -
ed ¢

. , o . +0ou -

0 < lim af) = 2 = at +‘ t)dt<+m

b 4-o0 .
. )

Quindi z(f) e y(t) sono limitate e non solo all’ mfuuto, ma in
tutta la semiretta dei tempi positivi. Diciamo ¢ un numero tale
che sia |2(f)| < q, |4(f)] <¢; e v, un numero tale che sia v, vty
e che si abbia — F(t, x, y, &', y)— g sen’m‘), quando x e y
sono minori di ¢ in valore assoluto e |\ x” +Jz| ¢ minore di ’”o’

“oppuré eguale: 4 v, : '

Allora io dico (he snche a destra di 1‘3 & sempre o(t) > .

Infatti se cosi non fosse, esisterebbe ur **imo punto ¢, = #; in
cui sdwbb@ v{t) =0y B im t, avremmo

Wit = = F(t,. ), ) — gsen 3(t) =
= — F(t,, it,),..) — gsens(ty) >0 )
o, a sinistra di ¢, o(t) > v,; e (iuesto & lmpO?’Slblle'
Indi & 3
: 0, <@’(t)—~w"(t)+J W=

=y L+ cotg 3 ] ~yl [1 + cotg® 3(ta)l, (=1,
cio® . 7 L o
z(t) ~1- 1 + Lotg z(ta) - 0

(1) Si tenga presente che & —; < 0(t) < 0(ts) < 0
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il che, insieme / alla y'(}) <O mnegli istanti posteriori a {,, non &
compatibile con la esistenza dell’ integrale (7). I’ assurdo a cu1
siame pervenuti mostra che y & — oo ()

4. Restringiamo ancora un Apo’ la libertad concessa alla F. Sup-
poniamo la F uniformente infinitesima con «'* 4’2 per {,x ed y
variabili da — co a + ~o; e crescente all’ mhmto in modo uniforme
.per v crescente all’ mflmto

Anzi, poich? qualunque siano i dati iniziali, il- punto P da
" un certo momento in poi & estremamente al di sotto dell’ orizzonte,
possiamo . supporre queste- -ultime due proprieta possedute dalla F
solo per ¢, z e y variabili nell’ insieme :

—~ 00 Ll < +00, —ooLx< + 00, —oo<Ly=<<cost=~" (3;

di- guisa che la F potra, p. es., dimil_mire anche in modo notevole
coll’ aumentar della quota, come accade nell’ atmosfera. o
Sia v, un numero tale, che per |\/&?+ y?|>v,, Vestremo

" superiore di_ g — F(t x, 1, «, y) caleolato facendo variare ¢ e x
da — oo a + oo e conservando y minore di %, sia negativo. Sia w,
I’ estremo inferiore di tutti questi v, (}). Io dico che

La velocita v(t) per t — + oo finisce coll’ essere sempre minore

di un. qualunque. v, = w,; e che 3(t) tende decrescendo @ — ; qudndo ‘
t tende a + oo. '

(!) Anche la dlmostlamone di questo teorema comporta un gu‘o pit
lungo se si fa Y'ipotesi, di cui nella nota a pié del n. 1.
Allora dall’esistenza dei due integrali -

+0o +00 " 400

J'gu- vsen ¥dt e jwu——j- e‘?s*dt
[} ] .

si dedurra hm 3 (perché in ‘caso contrano 1a misura dell’ insieme m .

cui & v(f) > 1 deve esser finita perehé esista il primo integrale, infinita

_ perchd esista il secondo); e 5 sard un istante successivo a #, per cui sia

—k-—gsend(y) >0, 8¢ k& I’ estremo superiore di F({, «, y, 0, 0) nell’in-
sieme — oo <t < 42, [€]|<[gq, [y]|=<g; ece. =

®) In guesto caso le ipotesi parallele a quella fatta nella nota a pid

di- pagina relativa- a{la (1) sono: F(t @ Y, 0, 0) < cost. < g e .soddisfatta
uniformemente la hm F(t, x 9, x ', ¥') = F(t, =, y, 0, 0) nell’insieme

_”<t<+oo,, —o Ll +w —oly<h.

(%) Si noti che numeri quali v, ne esistono effettivamente, date le nostre
jpotesi. Del pari si osserverd che esistono numeri che venﬁchmo le con-
dizioni mdlcate al n. 5.
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Supponiamo che si possa determinare uwn istante t(=0) in
modo che in tutti quelli suecessivi si abbia, oltre alla #(f) << h, — il
che & sempre possibile ottenere scegliendo . | sufficientemente
grande — anche la . ' '
®) oty =0, > w33
allora facendo tendere ¢ a ~+ oo nella prima delle (2) si ha ,

v() = —gsen3(f) — F<g— F<cost < 0.

B questo & in contraddizione con la (8). :

Quindi esiste un #,, per cui & o(t,) < v,, oltre alla y(f) << h pér
tutti gli istanti posteriori. Allora & evidente che da questo mo-
mento o(f) si conserva minor di v,. Infatti, se t, fosse il primo “punto
oltre #, in cui o(l) & uguale a v,, avremmo v(t) < o(t,) in un intorno
sinistro di t2 e v(l)=—g sen i‘.f(t,)—F<g F < 0. il che & as-
surdo. :

Fermo questo, powhé il limite

Jim J g°°s dt= lim 5(t)

t -0 t—e+-00

& finito, e poiche per ¢ sufficientemente grande (e quindi per ogni #),
1a funzione positiva o(f) & limitata superlormente ('), cos ¥(t) deve
annullarsi all’infinito, e %(f) dovra avvicinarsi indefinitamente a

—g per ¢ infinitamente grande.

5. Sia v, un numero.positivo tale che I'estremo inferiore di

g— F(t, =, y, «', ¥') sia positivo nell’insieme .
—oo <t <L 400, —oo LT 400, —oo<ly<h,
0 <Va'?+ y”< 5.

Sia w, 1’ estremo superiore di- questl v,. Allora )

La velocita del punto P per t — 4+ oo finisce colt’esser sempre
superiore a qualstasi v, << w,. :

Sara quindi evidente che w, non supera w,. ‘

Sia & 1’ estremo inferiore della funzione g — F nell’ insieme

— oot < 60, — 00 <LH< 400, y<h O<Vx”+y"<v,,«

k sard positivo. : . .

Allora, se { & sufficientemente grande perché in tnttl gli 1stant1

.(}) Cfr. S1oNoRINI, Sulla velocita minima, “« Rendlconn dei meel R
serie VI, 1922, ; ’
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suceessivi sia y(f)<<h e — gsen3(})=g — ; (*). tutte le volte che
per t2ﬁt« & o(f)<<w,, sard anche

O vil)=—gsens—F( a‘(t),...)__J—-L'-—F>§>O

‘ E di qui si ha senz’altro che a destra di ¢ esiste almeno
‘un t in cui o) & maggiore di v,. Questo accade in tutt1 gli istanti
-snecessivi a tl. 7 ) y
Tiifatti se £, (> f,) & il primo di questi in cui riesca o) ="v,.
a sinistra di £, si avrebbe, almeno in un-intorno, v(f) ~ v, e. per
la (9), v'(t,) > 0. il che & assurdo (%) ,
Dal teorema dimostrato segue che ’ :
La velocita di P ha sempre un estremo inferiore positivo (%).

6. Evidentemente la definizione data @i e, conduce a due— — -
numeri ben determinati, se vi si sostituisce It con un numero z
minore di h; e questi due numeri si possono sostituive a w, e 1w,
in tutte le considerazioni svolte. NeHa semirvetta z <<l risultano
cosi definite due funzioni 10,(2) ¢ w2} decrescente 1'una crescente
I'altra; & w,(2) = w.(z): quindi sono finiti i limiti '
w,== lim 1w,(z) << lim 9,

B — Ze——

.

E la velocita v(d) di P sard definitivamente compresa nell’inter-
vallo w, —e=Sv=,+ & qualunque sia il numero positivo e
Se w, e i, _souio eguali, detto w il:numero da essi 1~‘tpprésentat‘o,’

La velociti di P rdl"mﬁmto & wguale a w.- T -

Questo acewde, p. es; quando la resistenza F(v) & tuuzmne
della ‘mola~velocith, hulla. per v==0 eremente & serescente allrin-
finifo; oppure quando & della . forma 3())f(v) (1), ed f(v) soddisfa
alle condizioni indicate per F{v) e 3(y) ¢ limitata, sempre positiva
e tende a un limite maggiore di zero per y — — oc..

N
.

(). Si 1-:1mmeﬁti che #(-+ =) = _;

() Quest.t dlmostrazmne vale anche nel caso piu t.ronemle contemplato
nella nota (!) a pi¢ del n. 4.

. (®) Questo teorema vale anche se laF & soltanto uniformemente mfun-
tesuna con v in tutto 'insieme — o0 <# < + oo, — % < W< 422, Yy < h.

(!) Cfr. la_Nota di PicoxE gia citata. -




