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RELAZIONI SCIENTIFICHE

Sul moto dei gravi In un mezzo resistente.

Il mio vecchio studio, dei tempi della guerra, sul moto dei 
gravi in uh mezzo resistente, pubblicato F anno scorso in questo 
« Bollettino » (*), ha suscitato F elegante Nota del presente fascicolo 
del dott. G. Scorza-Dragoni (*) ed alcune sue osservazioni, conni- 
ideatemi verbalmente.  

Queste e quella nli hanno indotto a ritornare sull* argomento 
e ne ho ricavato la presente nuova esposizione che apporta perfe
zionamenti che, per certi riguardi, ritengo definitivi, con F indica
zione di talune applicazioni.

Ponendomi,* in primo luogo, nelle generalissime ipotesi sulla 
resistenza opposta dal mezzo contemplate dal dott. Scorza-Dragoni, 
ritrovo, col mio vecchio procedimento, i notevoli risultati da lui 
ottenuti. Questo procedimento ha forse il vantaggio di una mag
giore semplicitàj laddove può. come qui mostro, essere senz? altro 
applicato anche allo studio del moto sulla verticale. In secondo 
luogo, considerando ipotesi più particolàri, apporto una correzione 
ai teoremi IV e VI della mia Nota citata, le cui dimostrazioni, 
come mi ha fatto osservare il dott. Scorza-Dragoni, sono insuffb 
cieuti; pervenendo inoltre a nuovi risultati nella ricerca del mi
nimo della velocità, alla quale già 41 Stacci ebbe a dedicare un 
ampio ben noto lavoro , (3). ,

Conservando le notazioni e convenzioni solite, per la funzione 
resistente F(t. x, y, x', y') supporrò:

1°) elf essa, definita per ogni sistema di valori dellp variabili 
reali i, x, x', ?/, sia sempre finita e. continua e sèmpre positiva 
quandosia v2 xf*y'2 > 0, •

(’) M. Bicone, Sul moto dei gravi nell’ atmosfera, questo « Bollettino », 
anno IX (1930). Citerò questa nota con la notazione (N')

(') O. Scorza-Dragoni, Il moto dei gravi in un messo resistente, onesto
< Bollettino », anno X (1931). Citerò questa nota con la notazione (N"). ' ì 

C) F. Si acci, Sulla velocità minima, « Rivista d’Artiglieria o Genio ».
vol. I e II (1901).
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2°) V esistenza di una funzione <!>(#, y, x':, y'),■ indipendente 
dal tempo, definita pur essa per quali si vogliano valori dei suoi 
argomenti, sempre finita e continua, tale che si abbia sempre

(1) F(t, x, y, x’, y'\ < <l>(x, y, .«•' y')
(-) ’ ‘Hìc. y. 0. 0) < y.

Le equazioni che, in funzione del tempo, verificano le coordi
nate ne-/ del punto grave P sono le seguenti :

{ ( ~ — F — per v >0, „ ) —- — g — , per v > 0,
\ x"l v r ’ y" j J -v L '
/ ( — 0, per ri — 0, \=z~~gr per v .= 0,
J «^(O) = 7/(0) = 09
’ . æ'(0) = x0', y(ty~yQ'-

\ 1. La velocità iniziale ha non nulla la componente oriz
zontale, Studieremo dapprima il moto di P supponendo chela 
velocità iniziale impressagli abbia positiva la componente oriz
zontale e ci limiteremo inoltre, ciò che basterà, a considerare le 
ipotesi

•>•(>' > 0, .< > 0.

Sia (0, A) (A < -+- oc) il massimo intervallo di tempo, aperto a 
destra, in cui è possibile definire una soluzione (x, //Ideile (3), 
con la condizione
(4) -v >0.

Dalle (3) si ricava, per t in (<>. \),

' ' ' V * dt ' V ’

(6) =

(7) y”x' — x"y ~ — f/x',
(8) y"(t)<^ — f/, quando sia y\t) > 0. <

Dalla (5) segue [cfr. (N% n. 1] -che non possono presentarsi 
che i seguenti due casi: O è sempre x'(f) > (1 in (0, A), oppure 
esiste ivi un punto X per cui è x'(X) —0, riuscendo x'(f) > 0 per 
0 < f < X, x'(t) == 0 per X t < A. La (6) dice che + 2£/// non
è mai crescente; la (7) che la traiettoria di P volge sempre la 
concavità verso il basso, nella parte di essa percorsa da P al va
riare di t nell’intervallo (0, X), ed è rettilinea-e verticale ind
i’ eventuale parte rimanente; la (S)'che //'(/) è decrescente tutte le 
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volte ohe è positiva o nulla, essa, pertanto^ non pud esser nulla 
che, al più, in un punto ; e poiché in ùn intorno destro dello zero 
è y\t) > 0, si avrà y'(t) > 0 a sinistra ài un eventuale punto tQ 
dell’intervallo (0, A) ove riesca y'(t0) = 0, per essere poi sempre, 
a destra, y'(t) < 0.

Per quanto precede, possiamo asserire che i limiti

lima;, lima;', limy, lim(y'* h- 2gy), per

riescono, ciascuno, ben determinati e che:

lim x' — quantità finita non negativa, lim a;> 0, 
lim (y3 -+- 2gy) < -+- oc, e quindi lim y < 4- oc.

Dimostreremo che: Uno almeno dei limiti
(9) lim x, lim y, lim (y'* -+- 2gy), per t A,

deve risultare infinito. Se così non fosse ne seguirebbe l’univoca 
ieterminazione e la finitezza di ciascuno dei quattro limiti

(10) x ~ lim x, y = limy, lima;', lim y'. per t—* A

e dico che allora sarebbe *

(11) 1 limv>0, per t — A. .

Ed invero, se fosse lim v = 0 si avrebbe lim x' == lim y' 0, 
e dalle (3), in virtù delle (1) e (2),

r —AM —

e ciò è del pari assurdo. Ed invero, si ha

{13) donde lim ~U. =—00 -
* ’ dk M X , t-r+A. Atx

e quindi o A ~ oc, pd allora non possono evidentemente coesi
stere la {12) e là seconda della (13), o A c -4- oc, ed allora, detto M 
nomassimo di nel dominio 0<a;<^a;, 0^y^.y, 0 <; a;'a;0', 
0 y' < y^ dalle (3) si ricava x'(t) < MA — t), per f< A, e quindi, 

max lim y" — g -+- maxlim F(t,x, y, a;', y')< — g -t- 0(x, y, 0, 0) < 0, 

e ne seguirebbe y'(t) > 0 in tutto (0, A). Ora ciò è assurdo se esiste 
in (0, A) il punto X poiché risulterebbe lim{y'/x')(t^\ — 0) = -4- oc, 
ciò che non è possibile per la stabilita decrescenza del rapporto 
y'/x' nell’intervallo (0, X). Non esista dunque il punto X. Si avrà 
allora

(12)



RELAZIONI SCIENTIFICHE Î53

dalla prima delle (13),
d q' q .& <  & — per < A,
dt x M( A — i)’

ciò che è in contradizione con la (12).
Dimostrata così, la (11) come conseguenza della finitezza dei 

limiti (9), ne segue F assurdità di ciò, quando riuscisse . A < -+- oc, 
poiché allora F intervallo (0, A) non sarebbe il massimo inter
vallo, aperto a destra, nel quale è possibile definire una soluzione 
(n, y) delle (3) verificante la (4). Se poi riuscisse A ==-+- oc do
vrebbe aversi lim x'== lim y' = 0 e quindi, come abbiamo già visto, 
max lim y" <1 0, ma è assurdo che con max lim y,f(t)(t -+- oc) < 0 
si possa avere lim oc) — 0.

Si può, dopo ciò, con l’identico ragionamento fatto in (N')< 
dimostrare che 
04) lim = — oc.

t —A

Poiché in un intorno dello zero è y(t) > 0, se ne deduce !’esi
stenza di un punto T dell’intervallo (0, A) per cui è y(T) = 0, 
e quindi di un punto t(}, interno all’intervallo (0, T), in cui è 
nulla y'(t), laddove risulta y'(t) > 0, per y'(t) <z 0, per
t > tfì. Dalla seconda delle (3) si trae, dopo ciò, [cfr. (N"). n. 3] 
per i > iy,

dpnde, in forza della (14) ,
■ A = 4- oc. . . ' > ; '

Si può ora ripetere, senz’altro, la rimanente analisi del n. 1 
di (N'), ed osservando che F ipotesi 0 non ha altra influenza 
che di rendere, in ciò che procede, sempre non negativa y'(t) per 
i > 0, possiamo enunciare il risultato generale di Scorza-Dragoni:

I. Nelle ipotesi 1°) e 2°) per la F, impressa al punto grave P 
una velocità iniziale di componente orizzontale x0' positiva, esso, al 
crescere all'infinita del tempo, descrivere una traiettoria, tutta si
tuata nel semipiano delle x positive, dotata ovunque di tangente 
ben determinata, la cui inclinazione 0 è sèmpre decrescente e mag
giore di —n/2 e definitivamente negativa, l’ordinata di P diver
gendo negativamente è la sua velocità conservandosi di componente 
orizzontale positiva e decrescente (4).

(4) Dalla decrescenza di x' e di y'2 %gy si traggono poi tutte le ul
teriori proprietà del moto nei punti della traiettoria di eguale quota. In 
una tesi di laurea in corso una mia allieva ha fatto per queste talune 
nuove osservazioni, perfezionando anche i consueti procedimenti.
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2. La velocità iniziale ha nulla la componente orizzon
tale. — Il moto di P avviene allora sull’asse verticale con
dotto per la posizione iniziale 0 di P, Porremo #(f, 0, 0, y') =
— F(t, y, y'), <b(0, y, 0, y') = <!>(?/, y'). La y del punto P verifica 
le seguenti equazioni:

l „ ( = — <7 - F(t, y, y’) sign y', per y’ 4=0
(15) J - S, per y'-y.

\ ‘ r/M—0, y'(O) = yo'.

(16) ^{y'^2gy)==-2F\y'\.

Basta limitarsi a studiare il moto nell’ ipotesi yQ' > 0. Sia (0, /0) 
il massimo intervallo di tempo, aperto a destra, in cui è possibile 
definire una soluzione y delle (15) con la condizione

(17) y'\t] > 0.

Dalla prima delle (15) si trae allora y"(t) < — g. «‘ quindi 
deve tn risultare finito. Per L-- tg riescono ben determinati lim y/(/), 
lim^f), il primo non negativo ed il secondo positivo, ed eviden
temente entrambi finiti. Ne segue, per l’ipotesi fatta sull*inter
vallo (0, limy’(t)(t —*t0) —-0. Posto y(t0) = Ir, si ha all*istante tQ:

y" = — g, y(h) = Y, y\t0) = o,

e quindi ~y'(t) < 0 in un certo intorno destro di t0. Diaciamo (/0, \) 
il massimo intervallo di tempo aperto in cui è possibile definire 
una soluzione y delle (15) verificante la condizione

(18) x ?(0<0.

Si ha, in (t0, A), . -
(19) " y" = — g ' F(t, y, y'}-

Esistono, ben determinati, i limiti

(20) lim y < +- 02, lim (y'* -+- 2gy) < oc, per A,

e dico che non possono entrambi risultare finiti, ciò che ha di 
conseguenza la (14), e quindi, in forza della (19), A — -e oc. Se 
entrambi i limiti (20) risultassero finiti ne seguirebbe l’univoca 
determinazione e la finitezza dei due limiti y = lim y(t), lim y\t] e 
non potrebbe quest’ultimo essere nullo poiché dàlia (19) si rica
verebbe max lim y"(t) < 0, e ciò è incompatibile con la (18) e con 
lim ?/'(/) —0. Si avrebbe dunque ancora

(21) Aim -/P) <7 0.
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Om ciò è assurdo, per l’ipotesi fatta su 11’intervallo (/0, V), 
quando \ fosse finito, e, nell’altro caso, per l’ini possibilità che 
y\t) abbia un limite finito sussistendo la (21). Si giunge dunque 
al risultato:

II. Nelle Ipotesi lìl) e 2a) per la F, impressa al pur lo grave P 
una velocità iniziale di componente orizzontale nulla, il moto av
viene sull'asse verticale y condotto per la posizione iniziale, (). Se 
la componente verticale y0'. di detta velocità è positiva, la quota y 
di P riesce crescente e la velocità positiva e decrescente in un primo 
intervallo di tempo (0, t0), aperto a destra. All'istante t0 la (piota y 
di P raggiunge il suo massimo Y e la velocità si annulla. Negli 
istanti successivi a t() la (piota y decresce sempre e, al crescere 
all' in finito del tempo, diverge negativa niente, la velocità conservan
dosi sempre negativa (5). Se y0' 5C 0. la quota y è sempre decrescente 
e la velocità sempre negativa, y divergendo negativamente al cre- 
scere all' i/n finito del tempo.

3. La resistenza del mezzo dipende soltanto dalla gran
dezza della velocità del mobile. — Se facciamo, dapprima, 1* ipo
tesi che la velocità iniziale abbia non nulla la componente oriz
zontale, dette □ e V le misure dell’angolo di proiezione e della 
grandezza della velocità iniziale, sussistono le equazioni:

/ dv r, , d() eos 0] 7, = — V [v] — q sen 0, n — —q------ ,(22) dt J dt J v -
1 t-(0) - V, 0(0) =

con V >- 0, —~/2 < © < ~ 2. Porremo
F(0J = 7, lim 0(/)='—w.

e riesce y < g. 0 < w <* tt/2. Per la F(v) faremo le ulteriori ipotesi : 
a) essa è uniformemente lipschitziana in ogni intervallo finito 

che escluda lo zero |6|;
b| riesce

(23) min lim F(v) ^g.

(5) Dalla (16) segue che la grandezza della velocità di P. nel transitare 
per un fissato qualsiasi punto del tratto (0, Y) della verticale, è maggiore 
in salita che in discesa.

(6) Cioè, ad ogni intervallo p, p) (0 < a < ß) è possibile far corrispon
dere un numero positivo Lp, O tale che, comunque si premiano due va
lori tq e v2 dell’intervallo, riesca:

I F(vt) — E(v2) \ < £0, ß) I v, - tt
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Si può dimostrare allora che:
IH. Al crescere all’infinito del tempo l'inclinazione 0 ha per 

limite—tc/2 e v ha pur essa un limite determinato, non nullo e 
finito, ?

Segue iptanto dalle (22) [cfr. (N'), teor. Ili] che v' è crescente 
in ogni suo punto di zero f) e pertanto che essa non può avere 
che, al più, un punto di zero ix e sarà sempre negativa prima 
di tx, sempre positiva dopo. Esiste quindi, ben determinato, il 
limite

tv — lim v(t), 
t-—► oo

Dico che tv > 0. Se fosse w^O, si ricaverebbe dalla prima 
delle (22) lim t’(£)(£oc) = — y g sen <o — 0 e quindi co < z/2 e, 
dalla seconda delle (22), lim 6z(t)(t —oc) = — co, il che è assurdo 
per avere 6(f) limite finito. Dico che tv < oc. Se fosse tv — oc, 

si ricaverebbe dalla prima delle (22) e dalla (23)

mai lim v'(t) = g sen w — min lim F(v) <_ g sen co — g 0,

e ciò è assurdo con lim v(t) = 4-00. Si ha dunque lim O'(t) — — 
— (giw) éosco, e quindi lim 6'(t) — 0, e pertanto co— 77/2. 'Ne segue :

IV. H limite w, la cosidetta velocità finale, è radice del-«
Vegetazione*, *
(24) ^)-g^0 (b).

Se si aggiunge l’ipotesi:
c) L'equazione (24 y ha una sola radice, 

la velocità finale tv risulta ben determinata, come radice 
della (24), ed è indipendente dai parametri V é .

Ovviamente, le ipotesi 6) e c) sono verificate se F(y) riesce 
ovunque crescente e prende il valore g (per v > 0). Osserviamo il 
teorema: k

V. Nell'ulteriore sola ipòtesi a) per la F(v), se, in un certo 
istante t0, riesce x'(t0) — 0, y'(t0) — — v0, essendo v0 una radice 
dell'equazione (24), sarà sempre x(t) = 0, y'(t) ——v(>, il moto av
verrà cioè sulla verticale condotta per la posizione iniziale O e sarà 
uniforme e discendente, con velocità di grandezza v0.

(7) Se t è, un punto di zero di v'(tj si trae invero dalle (22), anche . 
se F(v) è soltanto lipschitziana in v(t},

v'(t4-At)—vM 9cosâÔ ( 
lim ---------77-------- = 9 ~— -

,..... . At —0 ät V
_> (8) Ne segue che : Letta W la massima fra le radici della (24), la 

grandezza della velocità non supera mài il maggiore fra i due numeri V e W.
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Ed inverò, le equazioni

x" — - F^x'/v, y" - — g- F(v)y"lv,

«'(M — v, = — «o,
individuano, in modo unico, x' e y', in tutto l’intervallo (0, ),
ed intanto esse sono verificate quando vi si ponga =s 0, y' . 
Ne segue: .

VL Nelle ulteriori ipotesi a) e b) per la F(v), impressa al 
grave P una velocità iniziale di componente orizzontale nulla, il 
moto avviene sull’asse verticale y condotto per la posizione ini* 
ziale O, e al crescere all’infinito del tempo la v ha un limite de
terminato, finito e non nullo w. Tale limite è la più piccola radice 
dell' equazione (24) e ad essa la v tende crescendo se y0'^> 0; la v 
è sempre crescente e w è la più piccola radice della (24) maggiore 
di i y0' I se yo'rgO e F(|y0'|)<g; fa'v è sempre decrescente e w è 
la più grande radice minore di |y0'| se y0' < 0 e F(j y0' ) > (/ ; 
la v è costante se y0' < 0 e F( y0' j)m g.

Sia > 0, detto tQ (cfr. n. 2) Fistante in cui si annulla la 
velocità di P, le equazioni del suo moto si scrivono:

v'(t) = — g — F(v), per t<tQ, 

v'(t) = g — Per
^0)^0.

Si ha lim v'(t)(t~-~tQ -+- 0) = g — y > 0, e quindi t>'(£), positiva 
in un intorno destro dello zero, tale si manterrà, in virtù del 
tcor.V, in tutto l’intervallo (t0, -+- co). La v(t) si conserva dunque 
sempre crescente dopo F istante f0 e non potrà crescere all’ infinito in 
forza dell’ipotesi b). Posto w == lim ■«(£)(£ oc), si ha lim v'(t)(t —- &) ~ 
= g — F(w) e quindi F(w) = g. Facendo pertanto crescere t da 
all’ infinito, la v(t), dal valore zero che ha per t = tQ, tende, cre
scendo sempre, ad una radice della (24), senza mai eguagliare una 
tale radice, e pertanto w non può essere che la più piccola ra
dice della (24).

» Sia yQ' < 0, posto | yQf | — V, le equazioni del moto di P si 
scrivono

= per t>Of

^)~v,
ondß segue, in base al teor. V, la perenne crescenza, decrescenza 
e costanza di v(t), sécondoehe F(V) è minore, maggiore e uguale 
a g. Eco.
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4. Teoremi genefali sulla velocità mìnima nelle ipotesi 
del n. precedente. — Nella ricerca del minimo per la grandezza 
della velocità nel moto di P, il teor. VI fornisce il risultato:

VII. Verificandosi per Ffv) le ipotesi a) e b) del n. prec., se 
il moto di P avviene sulla verticale, la grandezza della velocità ha 
sempre un minimo, ed uno solo, se y0' 0 oppure se y0' 0 e 
F(| y0'|) <C g, nel primo caso tale minimo è lo zero, nel secondo è 
| y0'|; detta grandezza è costante se y0'<0 e F(|y0' |) = g, non ha 
minimo se y0' < 0 e F(| y0' |) > g.

Se il moto non avviene sulla verticale, la ricerca, che andiamo 
•ora a trattare, del minimo per la grandezza della velocità non 
offre un risultato della semplicità di quello ora enunciato. Ci 
metteremo nelle ipotesi a), 5), c) per la F(v), nelle quali, dunque, 
tutte le .traiettorie hanno una comune velocità finale w per la 
quale si ha :

F(w) — g.

Potremo ora riferire P all’ inclinazione cambiata di segno 
= —-Ô della traiettoria, che varia nell’intervallo i— P, ?r/2), aperto 

a destra, e tenere le sole equazioni dell’ odografo :

(25)
[ dv î) _,
\ 3- =--------Fq sen r — F(v) 1,1 dr g cos Tv /J’ 
! v(— ®) = v.

Osserviamo che, per l’eventuale valore di t ove si annulla 
dv. 
-r-, riesce: dx '

d*v
(26) 33 = •><>,.

e che, per un valore di r ove si abbia .v(t) dv ‘
= w, riesce -5- < 0, neUT ’

segue:
VIII.:  Condizione necessaria e sufficiente affinchè la grandezza 

della velocità sia dotata di minimo è ehe esista per essa un valore 
non superiore alla velocità finale w, Al tendere di t verso nß riesce
definitivamente

dv  dv
d->0 oppure d~ < 0,

e soltanto nel primo caso vi è il minimo per v. Se non si & in 
questo caso v è sempre decrescente e maggiore di w. Per ogni tra
iettoria la cui velocità iniziale ha grandezza V non superiore alla 
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finale w, esiste il minimo di V, che è conseguito all'inizio del moto 
quando e solo quanda sia

F( V) g Hen o < 0.

Queste ovvie osservazioni ci consentono anche, (filando gh>\ i. 
di limitare la ricerca delle traiettorie dotate'* di minimo per la e 
a quelle* a cui competa una grandezza -iniziale V della velocità' 
maggiore della finale. Per ogni tale traiettoria si ha F( lr) -z- sen 
> g(l -+- sen y) > 0 e quindi che la grandezza della velocità e 
sempre inizialmente decrescente e pertanto che nell'eventuale 
valore di t in cui v consegue il minimo riesce:

dv
(27) -j— — 0, g sen t — F(r) •=. 0.

Denoteremo con T/'l'y, P) la traiettoria di angolo di fa-eie
zione e di velocità iniziale di grandezza V, relativa, alla lun- 
zione r(esistente F, E dicendo, semplicemente, che essa ha il mi
nimo intenderemo significare che è dotata di minimo per la gran
dezza della velocità del grave P.

Un criterio che può essere utilmente applicato, come vedremo, 
per la ricerca delle traiettorie provviste di minimo è fornito dal 
seguente teorema di confronto:

IX. Sia E(v) una seconda funzione resistente che verifichi le 
ipotesi a), l>), c) della F(v), e per la quale si abbia :

(28) F{v\> E(-r), per w < e < V,
(29) F(ìv)~ Pippi

dico che quando la traiettoria Fe(^, V) ha il minimo lo ha pure 
. Vf(t, V). . s .

Dimostreremo invero che se r(r) non ha jninimo in l>(^, V), 
non lo avrà neppure la grandezza w(t) della velocità in V), 
cioè che se è sempre ì’(t) > w sarà pure sempre m(v) > w. Si ha:

d(u — v\ vF(v} — uE{u)
---- - — ('M — v) tang t------------------------- , dr-------------------- ® g cas t

e quindi, in base alla (28), ove in primo luogo supporremo valido 
il segno >• ; e all’ipotesi ^(t) >• w, la crescenza di u — D in ogni 
suo punto di zero. Pertanto, u — -v, inizialmente nulla, saijà sempre 
positiva per —cp, donde, per essere sempre t’(ir)> >v, riè seguirà 
pure sempre u(t) > rv.

Nella (28) non sia ora sempre vàlido il ségno >. Introdurremo 
una funzione H(v) essa pure uniformemente lipschitziàiìa in ogni 
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intervallo finito, limitata, positiva per v >• w, identicamente nulla 
per # < w, e per la quale infine si abbia sempre F(v) -- H(v) > g, 
per v w. Sia ora X un parametro al quale daremo valori positivi 
e in un conveniente intorno destro I dello zero per modo che 
F(v)— Xlf(r) verifichi le ipotesi a), b), c) della F(v) e denoteremo 
con E(v, H quella funzione che, per ogni v ha come valore il mi
nore fra i due E(v) e F{v) — X il (r), porre ni o cioè

E(v, X) = * ^É(r) 4- F(r) — X2I(r) — | E(v) — F(v) 4- XJf(r) j.

La E(r, X), per X in I, verifica le ipotesi a), ò), c) si ha inoltre

F(v) > E(r, X), per v > w,
F(w) = E(w, X), lini E(v, X) = E(v).

Detta t«(T, X) la grandezza della velocità nella traiettoria 
V), dalla diseguaglianza r(r) _> w si trae,'come abbiamo 

visto, u(T, X) > r(r), per r >>—î? onde segue u(t) — lini h(t, )' )(X — 0) Z> 
>t^), per T —s, e quindi, di nuovo, ^t) > w.

Dalla dimostrazione esposta segue pure il teorema (*):
IX', Se [cfr. nota (8)], la grandezza v(r) della velocità in 

rF(?, V) è superiormente limitata à/ numero Me si ha B(v)2>F(v), 
per v M, per la grandezza u(r) della velocità in Fe(?> V) riesce

Questo teorema può essere utilmente applicato per la limita
zione inferiore della v, tutte le volte che si possa scegliere E in 
maniera che sia facilmente calcolabile u(t), Così, per esempio, si 
trova che: Se, per v<lM, riesce F(v)<:av, si ha:

/T\ > ' '___ 60s cp________________ ’ gVeoscp
~ (<7 a V sen ?) cos t 4- a Vcos cp sen t — g 4- a V *

Se, per v<^M, Riesce F(v)<^ av2, si ha :

(30) t?2(r);>fV2 cos^cp ,

u cos2 t 4-2aT2 cos2 ® cos2 t* ‘ cos® c
• -<? ,

(b) Çfr. Signorini, Un teorema di confronto in balistica esterna ed 
alcune sue applicazioni. « Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo », 
t. XDIII (1919), pp. 357-393. Qui, a pag. 365, è già stabilito un teorema di 
confronto che, cangiandone la dimostrazione in quella da noi ora data, 
può essere esteso iu modo da comprendere anche, come caso particolare, 
il teorema IX del testo.
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od anche, osservando che, per qualunque valore di t,

si ha pure :

cos2? log tang I j -+- 1
2?

ili v’H >_______________V* cos2 -9 +’ à V* «en r-j
= a2 V4(3 -t- 6 sen ? -+- 2 sen2 L — 2 sen3 + 2ga V2(3 -f 4 sen □ — sen2 | 4</2 *

Tale forinola, con le sue possibili estensioni, riesce utilissima 
nel calcolo delle traiettorie (,0). Si ponga, per esempio. F(c) cf{ r), 
ove c è una costante e f(v) è la funzione resistent«; di Siacci (n), 
si ha allora, qualunque sia M, con x — 0.000349, e
quindi il teorema:

Posto F(v) — cf(v). ove c è una costante e f(v) la funzione regi- 
stente di Siacci, per qualsivoglia traiettoria sussiste la limitazione 
inferiore per il quadrato della grandezza della velocità che si ottiene 
dalla (30) o dalla (31) ponendovi

<1 = 0.000349. c.

Sé. ora, conservando le ipotesi b) e c), sostituiamo alla a\ la 
seguente più restrittiva:

a') La F(v), per ogni v > 0, è dotata di derivata prima con
tinua,

dalla (26), in base all' elementare teoria delle funzioni implicite, 
applicata all’equazione o, V)~0, si deduce che:

X L'insieme del piano (?. V) per ciascun punto del quale 
— essendo — ~/2 -- <• 77/2, V > 0 — esiste un valore di ? verifi
cante la (27). è aperto.

Da questo teorema e dal teor. VII di (X') che, ovviamente, 
rimane valido anche nelle ipotesi a')? b), c), si deduce il seguente :

XL La F(v) verifichi le ipotesi a'), b), c). Tenuta fissa V(> w), 
avvieni che o la traiettoria V) è dotata di minimo per quale 
si sia Q od esiste un valore ?(V) tale che r(?2 V) ha il minimo per 
ogni <p > Ö, non lo ha per ogni ? <^. q. Riesce o minore dell9 angolo H, 
positivo e minore di ~j2, per cui cos — w/V. Tenuto fisso o, av
viene che o r(?> V) è dotata di minimo per qualsiasi V od esiste 
un valore V(<&) tale à r(cp, V) ha il minimo per ogni V < V, non 
to ha per ogni V^t V. Riesce V > w.

<10) Còl metodo attualmente in esperimento presso l'istituto di Calcolo 
della IL Università di "Napoli.

(n) SiACCi, Sulla resistenza dell9 aria nel moto del proietti. « Rivista 
d’Artiglieria e Genio », 1896 (vol. I).
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Tenuta fissa V(> w), per ogni cp si ha V cos cp w e poiché 
la T(cp, V) ha al vertice una velocità di grandezza minore di Vcoscp, 
ne segue che essa (teor. Vili) è dotati di minimo. Se F(<p0, V) non 
ha il minimo risulta i?(t, cp0) > w per t — <p0, ma [teor. VII 
di (N')] ,

i;(t, cp) > ^(r?;cp.J > w, per ; <p.«< 0^,- T - cp, :

doiide r(çp, V) non ha neppure il minimo per ogni cp < cp() e da ciò, 
in bases al teor. X, segue l’esistenza di un angolo a>(< àie che 
r(cp, V) ha il minimo o pur iioseeondochè çp >> cp o cp <^<p-,. Ecc.

, ßi ha, ancora, in base al teor. Vili di (N ):
XII. Se, alle ipotesi a'), b), c) si aggiunge quella della mono- 

ionia di F(v), detto T,(cp, V) il valore di t ove è conseguilo il mi- 
nimo per v nella traiettoria T(cp, >V), si ha :

lini Tj(cpj V)(cp —* ® h- 0) == lim T ,(cp, V)(V-- V — 0) — k/2,

5. Ricerca della velocità ittìiiiina nelle ipotesi <
F(v) — av r b. — Vogliamo ora, in ciascuna di queste ipotesi, 
ove a, n, b sono costanti, le prime due positive e la terza minore 
di g, compiere in modo rapido la ricerca delle traiettorie dotate 
di minimo per la grandezza della velocità, per apportare qualche 
ulteriore- precisazione ai risultati ottenuti dal Slacci [loc. cit. (3)J 
sullo stesso argomento. *

F(v)=- --avi1. Per ,T > 0, la derivata dr/dn ha lo stesso segno di

> * '' "J" ° ' 1 dv ' r '
u"4“1 cos"-1 T sen T dr ’ 7 V

cioè, in virtù dell’equazione dell’ odografa, di

' i ' a ‘
*' cos"? g cos" r sen t’ ,

d’altra parte, dalla stessa equazione^, si ricava ,

,.jv . n- . - -1, 1 na r à
.r... ; vn cos" t V" cos" î 9 J cos?4-1 ’

—L •

e quindi, in base al teor. Vili si ha che: La traiettoria r(<p, V) 
sarà dotata di 4minimo e pur no secondochè, per t—riesce 
definitivamente * •

(321 Hit1 = g 4- f à 1
1 1/ naV"cos"cp J cos"4-1 or nsenrcos"T>

—'
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(33)

positiva o negativa. Ma si ha: 

dH _ __  1
dr w sen* r cos’*“

e quindi la crescenza di #(?), onde possiamo dire che la traiet
toria r(®, V) sarà dotata di minimo o pur no secondochè

(34) L(?. 7)= lim E(t)

è positivo o no. Ora, per n 2, la derivata di L, data dalla (33). 
diverge positivamente, d’ordine non inferiore ad uno, ed il li
mite (34) vale perciò + oo e si ha dunque il teorema di Stacci:

XIII. Per n 2, ogni traiettoria, quali si siano i suoi pa
rametri, è dotata di minimo.

Per n <1 2, si ha
77/2

sen s n — 1 C dz g
(35) 2ÿ(®, ) cos'* cp ' n J cos’*~1 o- naVn cos’* cp ’

e risulta
dL aVn -+- g sen cp
ô® a?” cos”41» ’

e quindi, fissato V, poiché possiamo limitarci a considerare il 
caso P w, cioè aV" > g,

~ > 0, lim V) = — oc, lirn Z(q. V) = -+- oo ;
b? 2-77,2 ‘ 9 — 77/2

esiste pertanto uno ed un solo valore di cp — cp( V ) per cui riesce:

77/2

(36) n cos’* cp.L(cp, y) == sen © -e (n — 1) cos’* © I ——j— h----= 0.v * 1 .7 * 1 7 Tj cos'* 1 c «y’*
—2

p»
( < 0 per cp < cp( V), 

onde segue :
XIV. Supposto n<2 e aVn> g, l’equazione (36) definisce 

un ben determinato angolo cp(V), — tt/2 < cp(V) < n/2, tale che la 
traiettoria r(cp, V) riesce dotata di minimo o pur no secondochè cp 
supera o no cp(V) (l2).

(12) Siacci [loc. cit. (3)] aveva già osservato, ma soltanto per i valori 
di 'n comparsi fra 1 e 2 che, condizione necessaria e sufficiente per l’esi
stenza del minimo di v, è che il limite L, dato dalla (35), risulti positivo.
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Si ha "

_ s 
dV V cos v(a~Vn -+- g sen *)’

e quindi che è ben determinato (e finito, < ~/2) H limite

esso è, come si deduce dalla (36) passando al limite per V—-oc. 
quel ben determinato valore , — tz/2 < < z/2, per cui risulta

. ' 77/2
Jd$ 1 — n r 

-------------------  leos1-” ê, cosrw?<> n J 
o------------------------- o

onde segue:
XV. Per ogni valore di n < 2, detto quel valore per cui 

è verificata? la (37), ogni traiettoria r(s, V)5 con angolo di proie
zione o , è sempre, quale si sia V, dotata di minimo (”). 

Si ha : <; 0, per n 1 ; > 0, per h < 1,

(38) lim K = -/2.
n —* 0

Fissato per q un valore esiste uno ed un sol valore .V*
di V per cui o( F*) — ©*, ed allora r(s*, V) sarà dotata di minimo 
o pur no secondochè V è minore o no di V*. La (38) ci dice 
dunque cher

XVI. Pur di dare ad n valori - abbastanza’ piccoli, vi sono 
traiettorie non dotate di minimo prossime quanto si vuole alla 
verticale. 

F(v) =zav -+-b. In tale ipotesi, poiché non é escluso che b 
possa esser negativo, intenderemo sempre di limitarci a consi
derare quelle traiettorie per le quali si ha sempre cuV) 6 > 0.

Porremo a = a/^, Per t-*tt/2, la derivata ha definiti-

(13) Dalla (321 si deduce, per ógni valore di cp quando è e per 
cp quando n < 2, in particolare per çp 0 quando n 1, che l’iuclina- 
zione ove v consegue il minimo ha, per V—*oo, il limite, dato da quel 
ben determinato valore t che verifica l’equazione:

T '
i' à 4n sen T cosn t I,-------- -—=*1.
î COS84"1 3

' - —G
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vamente il ségno di

w(r-ta“gß(r~J)

(senT — Wî âî îîcost ^cosrfsenr — p)* 

cioè, per essere

tangp(j-|).' tangß (JÎ-) ; ' ,w à

V oos î Vcos î y4 g / cos/«?'
—o

il segno di

(
X Cp\ ‘ ' /x ’ T \
4 + 2.) /\ /z ff\ Ä, tangß^-gj

'n^'^ Vcos s ba J an® \4 2/cos* a a cos -rfsen ~— [1)‘
~9

Ma si ha :
dH_ tailgß(?~2)

à a (sen T — p)* ’

onde segue, come precedentemente, il teorema di Slacci:
XVII. Ogni traiettoria per la guaio riesca av b > 0, 

F(v) — av -+- b, con b < — g, è dotata di minimo.
Per — g <6 < g e a V -+- b _> g, si trova

Z(?, V)^ lim ali

('x q\ P /x oX /x( * 9 '
4 * 2J a tangß-1^ h- fangß i i^- +.

V eos ç . '2 p — I A - p -+- 1

(
X Cp \

4 •*■ 2/
=------Tr- ....=1 (aK +!> + q sen □) > 0,

co ' ■ . gVcos'î . *'

lim £(?, V) = — oc, lim JS(©, V) — -l oo, 
r —7ì/2 2 —x/2

onde segue, come precedentemente :
' XVIII Supposto — g < b < g, aV + b> g, l’equazione 
L(f, V)=0, definisce un ben determinato angolo <p(V), — x/2<q(V)< 
< x/2, tale che, ogni traiettoria r(cp, V), per la quale sia av 4- b > 0, 
F(v) ~ av 4- b, riesce dotata di minimo o pur no secondochè 9 su
pera 0 no o(V). KL ha : -

lim o(V) = = 2 arctang 1/, lim ^6^0?
I.A—O * b+—g * 
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e quindi che, pur di dare a b valori abbastanza prossimi a g vi 
sono, qualunque sia a, traiettorie non dotate di minimo prossime 
quanto si vuole alla verticale.

6. Criteri sufficienti per resistenza del minimo della ve- 
locità. — I risultati del n. prec., col concorso del teor. H for
niscono i seguenti criteri! sufficienti per resistenza del minimo 
della grandezza della velocità, assai meno restrittivi di quelli 
stabiliti dal Slacci [loc. cit. (*)]é Si ha, in primo luogo, dal teor. 
XIII, il seguente:

XIX. Se, nelle ipotesi a), b), c) del n. 3 per la F(v)< il rap
porto F(v)/v2 non è decrescente per v — w, a destra, ogni traiettoria 
e dotata di minimo quali ne siano i parametri.

Sia, invero, 8 quel numero positivo per cui risulti

F(v) F(w)
(39) > ——’, per w <" v <Z w -+- 8,7 V* = ’ 1 — — ’

^e poniamo a = F(w)/w2 = g/w*, E(v)~av\ La Fjp(o. F) non abbia 
minimo, risulti cioè sempre d(t) w e diciamo t0 quel valore di r 
per cui riesce

w < #(r) w h-8, per

ponendo vqz~v(tq). Avendosi, in virtù della (39),

F(v) 2> E(v), per w < v vQ, F(w) = E(it').

ne seguirebbe la non esistenza del minimo per la FeUv, to)j H 
che è assurdo in forza del teor. XIII. Analogamente, dal teor. 
XVII, segue:

XX. Se, nelle ipotesi a), b), c) per la F(v), il rapporto 
[F(v) + g]/v non è decrescente per v — w, a destra, ogni traiettoria 
possiede il minimo quali ne siano i parametri.

I teoremi XIX 6 XX assicurano, concordemente, in particolare^ 
l’esistenza del minimo pei/ qualsivoglia traiettoria quando, risul
tando F(v) derivabile per v = w, si abbia wF'{w) > 2F(w). Sono 
corollari! dei teoremi XIV e XVIII rispettivamente i seguenti :

XXI. Se, nelle ipotesi a), b), c) per la F(v), per una certa 
costante n < 2, riesce

detto cp(V) quel ben determinato valore di <p per cui è 
' 1 tt/2 '

à / w
cos™-1 à \ V

—o. 

F(w) '
—ir, per w < v < V

.= 0,sen -4- (n — 1) cos$: c&
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ogni, traiettoria r(<&, V)(V > w) con angolo di proiezione s V) è 
dotata (j/i minimo', -in particolare, quando sia n 1, ciò ■■ a eviene 
per ogni angolo di proiezione non negativo.

XXII. Se, nelle ipotesi a), b), c) per la F(v), per nna certa 
costante b, maggiore di — g e minore di g, riesce

F(v) — b . F(w) — b '» ——------ , per w < V V,v — tv ~~ — ’

detto V) quel ben determinato valore di □ per cui è

2w q — b - * ir. □ \ ... J ir,. • y -/ '
Ï7------ 7 tang t -4- —cot T h \- = 0,./ V cos y // -+- b \4 2/ \4 2 /

ogni traiettoria Hy. V)(V > vv) con (vagolo di proiezione o .> è 
dotata di minimo; hi particolare, quando sia b 0, c?ò avviene 
per ogni angolo di proiezione non negativo.

I teoremi ottenuti possono avere pratiche applicazioni. Ad 
esempio, poniamo F{v) ~ cf{v), ove c è una costante e f(v) è la 
funzione resistente di 81 ACCI [loc. cit. (u)]. La velocità finale iv è 
quel valore per cui si ha f\ìV\ — g/c e riesce f(v] v2 non decresc ente 
in iv quando risulti w < 525. eìoègjcz^ /‘Od < 96,08. e quindi

/ ' 9,81

Adunque, in base al teor. XIX, possiamo dire che:
Per tutti quei proiètti per i quali si pòssa ritenere c 0.102..., 

ogni loro traiettoria, quali ne siano iparametri,-è'drìata di mininun
* Mauro, Bicone .


