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RELAZIONI SCIENTIFICHE

Sul moto dei gravi in un mezzo resistente.

11 mio vecchio studio, dei tempi della guerra, sul moto dei
gravi in un mezzo resistente, pubblicato 1’anmo scorso in questo
« Bollettino » ("), ha suscitato I’ elegante Nota del presente fascicolo
del dott. G. Scorza-DRAGONI (3 ed alcune sue osservazioni. comu-
nicatemi verbalmente, ' ] .

Queste e quella mi hanno 111d0tt0 a ritornare sull’ .u'gomcnto
e ne lio ricavato la presente nuova esposizione che appovta perfe-
zionamenti che, per certi riguardi, ritengo definitivi, con 1'indica-
ziotte di talume applicazioni. ' ‘

Ponendomi, in primo luogo, nelle generalissime ipotfesi sulla
resistenza opposta dal mezzo contemplate dal dott. Scorza-DRAGONI,
ritrovo, col mio vecchio procedimento, i notevoli risultati. da lui
ottenuti. Questo procedimento ha forse il vantaggio di una mag-
giore semplicith, laddove pud, come qui mostro, essere senz’ altro
applicato anche allo studio del moto sulla verticale. In secondo
luogo, considerando ipotesi piit particolari, apporto” una correzione:
ai teovemi 1V e VI della mia Nota eitata, le cui dimostrazioni,
come mi ha fatto osservare il dott. Scorza-DrAGONI, sono insuffi-
cienti; pervenendo inolére ‘a nuovi rigultati nella ricerca: del: mi--
nimo della velocith, alla quale gia 4l Sraccr ebbe a dedicﬁre un
ampio ben noto lavoro, (?). ~

‘Conservando le notazieni e convenzmm sohte, per la funzione
resistente F(t. x, oy &,y _supporrd:

1°) el essa, definita per ogni sistema di valori delle variabili »
‘veall 8 a, y, &, 9, sia sempre finita e contmu‘m e sempre positiva
quando sia v® = g 4 92 = 0, !

('} M. Picoxm, Sul moto dei gravi nell’ atmosfera, questo. « Bellettino »,
anno IX (1930). Citerd questa nota con la notazione (N')

*) -G, Bcorza-DraGoxy, Il moto dei gravi in un mezzo resistente, auesto
« Bollettino »; anno X (1981). Citerd questa nota con la notazione (N").

) F. Bi1acer, Sulla velocita mmuna, « Rivista d’Arhg]lerm ¢ Genio-»,
vol. T ¢ IT (1()01)



RELAZIONI SCIENTIFICHE - 151

20) 1" esistenza di una funzione ®(x, y, «', y'), indipendente
dal tempo, definita pur essa per: quali si vogliano vilori dei suoi
argomenti, sempre finita e contlnua, tale che si dbbld sempre

1y . ‘ (t’ xz, o, ?]) < ®x, y, & y)
() : o a0, 0) < g.

Le equazioni che, in funzione del tempo, verificano-le coordi-
nate x e y del punto grave P sono le seguenti:

@ Ly
g xu - F » » per v > 07 ) ,'/n s - q F P per v > 07
(3) / =0, per v = 0, (—— — 4, per v =0,
( A0 =y0)=0,

wl(O) =y, 3/'(0) - ?/o,'

1. La velocita iniziale ha non nulla Ta ¢omponente oriz-
. zontale. — Studieremo dapprima il: moto di P supponendo che la
veloeith iniziale impressagli abbin positiva la componente oriz-
zontale e ci limifteremo inolfre, ¢id che basterd. a considerare le
ipotesi. .
xy >0, y,  >0.

Sia (0, \) (\ < -+ ~) il massimo intervallo di tempo, aperto «
destra, in cui & possibile definive una soluzione (. y) delle (3),
con la condizione :

4) . >0

D.llle H) si ricava, per ¢ in 1() \),

o N aE
B : d - . 1;;’?
© - Wt 2{1?/):— 2F 7
(@) Y —a'y =— g’
(8) ¥yt < —g, quando sia -yt = 0. .

Dalla (5) segue [cfr. (NY), n. 1} che non possono: présentarsi
che i seguenti. due _casi: O & sempre «'(f) > 0-in (0, \), oppure
esiste ivi un punto X per cui ¢ a'(})=0, o &) > 0 per
0<<t<d 2(f) =0 per A=t < \. La (6) dice che 3% 29y non
& mai crescente;: la (7) che la traiettoria. di P volge sempre la
concaviti verso il basso, nella parte di essiv percorsa da P al va-
riare di ¢ nell’intervallo (0, 7}, ed @& rettilinea e verticalernel-
I’ eventuale parte rimanente ; la ®) che y'(fy- & decrescente tutte 1o
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~volte che ® positiva o nulla, essa, pertanto, non pud esser nulla
che, al plh, in un punto; e poichd. in un intorno destro. dello zero
b y()>0, si avra y'(®) >0 a sinistra di un:eventuale puntot
dell’ intervallo” (0, A) ove riesca y(t0 =0, per essere p01 sempre,
a destra, y{f) < 0.

’ Per quanto precede, possiamo asserire che i llmltl

lim 2, lim &/, lith %, lim (y* + 2gy), per EI—A, .
riescono, ciascuno, ben determinati e che: -
». lim o' = quantita finita non negativa, limx > 0,

Hm (y* + 2gy)< + oc, e quindi lim y <+ co.
Dimostreremo che: Uno almeno dei limiti
9 ‘lim @, limy, lim (y”* + 2gy), per #—A,
deve riswltare infinito. Secost non fosse ne seguirebbe ¥ univoca
ieterminazione e la finitezza di ciaseuno dei quattro. limiti
(10 z = lim x, y=limy, lima, lim g per‘. t—A

.

e dico che allora sarebbe
(11) o T , 1imv>'0 per t—A,

Ed invero, se fosse limv =0 si avrebbe llmx _hmy =0,
e dalle (3), in virth delle (1) e (2),

mc:thy =—g+ m:mthF(t x, Y, < —g+ d'(x, y, 0, 0) <0,
" e ne seguirebbe y'(#) 0 in tatto (0, A). Ora cid & assurdo se esiste
~in (0, A) il pnnto A poichd® nsultei'ebbe hm(;/x’)(t—-w.-—()).. “+ ooy
¢id ‘¢che non & possibile per la stabilita @ecrescenza del rapporto
Yz nell’mtervallo {0, )) Non esista dunque il punto A Si avra

~ allera .

(12) lin: y_, =0,

2 Tt AT

e cid & del pari assurdo.- Ed mvero, si ha
? S Ay g m Y

13 S @ T T dorde tl_l.ni diz = 2°°’,
e quindi o A= ‘oo, d allora non: possono endentemente coesi-
. stere la (12) e 1a seconda della (13), 0 A —< 4+ oc, ed _allora, detto M
ll}nasslmo ‘di ® nel dominio 0 <z <u, 0<y<y, <2 <ua),
0‘_3_ y < Yy, dalle (3) si ricava x'(f) < M(A — t), per t << A, e quindi,’



,donde, in forza della (14)
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dalla prima delle (13),
dy g o
‘ww< MQA = WP“’<%

cid che & in contradlzlone con la (12). .
Dimostrata ¢osl.la (11) come conseguenza della flmtezza dei -

Timiti (9), ne segue I’ assurdith di cid, quando riuscisse A << -+ oc,
- poiché allora Vintervallo {0, A) non sarebbe il massimo 1nter- S

vallo, aperto a destra, nel-quale & possibile definite una soluzione
(x, y) delle (3) verificante la (4). Se poi riuscisse A =+ oc do-
vrebbe aversi lima’ =limy'=0 e quindi, come abblamo gih visto,
max hmy < 0, ma & assurdo che con max lim y"(t)(t — oc) <0
si possa avere Hm (Nt — + oc) =

- 8i pud,. dopo clb con l’1dentwo raglona;mento fatto in (N’),
dimostrare che .

—(14 : . hm y(t) =.—oc.

t—A , o :
Poich® in un intorno dello zero & #(f) >0, se-ne deduce 1 esi-
stenza -di un punto T dellintervallo (0, A) per cui & y(T)=0,

- e quindi di un punto {,, interno all’infervallo (0, T), in cui &.

nulla “y'(}), laddove risulta y'(?) = 0, per 0 ¢ < ¢, '} ‘(t) < 0, per
t > t,. Dalla seconda delle (3) si trae, dopo cid, [efr. (N”). n. 8]
per t > 1#,,

(t —to)’

m—mo>—g :
A=+ o0, Sl : .
8i pud ora ripetere, sénz’ altro, ia rlma,nente anahsl del n. 1

_di (N), ed ossérvando -che Yipotesi- go’< 0 non ha altra mﬂuenza
che-di rendere, in cid che procede, sempre mnon negativa y(f) per

= 0, possiamo enunciare il risultato generale di SCoRzA-DRAGONT:
1. Nelle ipotesi’ 1°) e 2% per la F, mpressa al _punto grave P
wna velocita tniziale di componente orizzontale x, posztwa, esso, al
crescere all’imfinitd del tempo, déscrivere una trawttnrm, tutia si-
tuata nel semipiamo delle x positive, dotata ovunque di tangente.
ben determinata, o cii inclinazione 0 & sempre decrescente ¢ mag-
giore di — /2 & deﬁmtwamente negativa, 1 ordinata di P diver-
gendo negativamente é la sua velocitd conservandoss di . componente_
orizzontale posztwa e decrescente (*). ’

-(¥) Dalla decrescenza di 'z o di y'? 4 2gy si traggono poi tutte le ul-

teriori proprietd del moto nei punti della traiettoria di eguale quota. In

una tesi di laurea in corso' una mia allieva ha fatto per queste talune
nuove osservazxom, perfezmnando anche-i consueti procedlmcntl
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9. La veloeita iniziale ha nulla la componente orizzon-
tale. — Il moto di P avviene allora sull’asse verticale y, con-
dotto per la posizione iniziale O di P. Porremo F(i, 0, 3, 0, ') =
= F(t, 9, ), ®0, y, 0, )= D3 J, y¥). La 3y del punto P verifica
le seguenti equazioni: ) ‘

- S g:. —g-— F(t, v, y’) signy’, per 7y 0"
(15) ) 2= -9 : per y =y,

\ - y0y=0, J(O) Yo' o
(16) , ‘;ﬂ(yetZQy):—.dFayl-

Basta limitarsi a studiare il moto nell’ipotesi 4, > 0. ‘Siu 10, 2}
il-massimo intervallo di tempo, aperto a destra, in cui & 1)O<blbl]0
definire una soluzione 7 delle (15) con la condizione B

B STy

-~ Dalla prima delle (t5) si trae allora y"{f}— —¢. ¢ quindi
deve %, risultare finito. Per {—{; riescono ben determinati lim y'(f),
lim ¢{#), il primo non negativo ed il secondo positivo, ed eviden-
temente entrambi finiti. Ne segue, per D'ipotesi fatta sull’inter-
vallo (0, te),"lilﬁ Yy ()¢t —t,) =0. Posto y(f,)= ¥, si ha all istante ¢,

y'=—g, ylt) =Y, y't) =0,

‘e quindi #'{#) << 0 in un certo inftorno destro di #,. Diaciamo (f;, \)
il massimo intervallo di tempo aperfo in cui & possibile definire
una soluzione y delle (10) verlflcante la condlzmne

ag y<o. -
s Y Sl ha:yinﬂ(,tevz 4‘)}‘~ R Lot : v 4
(19) Tt ‘.11"=~—g»**F(t ’,J)

Es1stono, ben deteunmatl, i llﬂlltl

(20) ~o lim oy < 4o hm(y”+2JJ)<+oo per t—m\

e dico che mon possono entlambl risultare flmtl, clb ‘che. ha, di
gonseguenza la (14), e quindi, in forza della (19); A = + o<. Se -
entrambi i hm1t1 (20) risnltassero finiti ne seguuebbe I’ univoca
determinazione e la finitezza dei -due limiti y = lim y(¥), hmg(t) e
non potrebbe quest’ ultimo essere nullo’ poiche dalla (19) si rica-
verebbe max lim 4"(f) < 0, e cid & 1ncompat1b11e con la (18) e con
hmy(t):(} Si avrebbe dungue ancora -

21) . - lmoy(t) < 0.
I A
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Ora cid_& assurdo, per Vipotesi fatta sull intervallo (f,, A),
quando \ fosse finito, e, nell’altro caso, per I’ impossibiliti che
y{i’f) "abbia un limite finito sussistendo Ia (21). Si giunge dunque
al risultato:

IL. Nelle ipotesi 1%) e 2°) per la ¥, impressa al punio grave 1P

mna velocita iniziale di. componente orvizzontale wulle, 4l molo av-

riene sull asse verticale .y condotto per lu posizione inizicle €. Se
la componente. verticale y," di detta velocita & positive, la -quota y
di P riesce crescenie e la velocitq positive e decrescente in un prino
tntervallo di tempo (0, t), aperto e destra. Allistante t, la quote v
di P ragginnge il suo massimo Y ¢ la velocita si annwlla. Negli
istanti - successivi a t, la quote v decresce sempre e, al crescere
ll infinito del tempo, diverge negativamente, la velocitd comservan-
dosi sempre negativd (7). Se y,” << 0. la quota y é sempre decrescente
e la velocitac sempre negativa, vy divergendo- negativamente al cre-
“scere all infinitu del fempo. S B

3. La resistenza del mezzo dipende soltanto “dalla gran-

dezza della velocita del mobile. — Se facciamo, dapprima, I'ipo-

“tesi che la velocitiv iniziale abbia nmon nulla la componente oriz-

zontale; dette o ¢ TV le misure dell’angolo di proiezione e delia

grandezza della velocith iniziale, sussistono le equazio.ui:

——-—- Fley— ¢gsen® @ = — g(;(i{)

- AT dt SN
Hoy=V, 0=z -

. dv
(22) ‘ dt

ceon V0, —=2 < 3 < =.2. Porremo _
' FlOj=-+ lim 0(f)=— o,

e riésce v 0<o << ;/2. Per la F(v) faremo 1é ulteriori ipotesi:

a) essa & wniformemente lipschitziana in ogiti intervallo finito’

clie-escluda lo. zero (%)
b) riesce
(23) : _ min lim F(v) - ¢.

Ve C i

(5) Dalla (16) segue che la grandezza della velocita di P, nel transitaré
per un fissato qualsiasi punto del tratto (0, Y) della verticale, & maggiore
in salita che in discesa. '

(¢) Ciod, ad ogni intervallo (x 5} (0 < = <) & possibile far corrispon-
dere un numero positive L(z, §) tale che,' comunque si preniano due va-
.lori vy e v, dellintervallo, riesca:

» | F(vy) — Efvg) | < L3, B vy — e,
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Si pud dimostrare allora che: ] :

III. Al crescere all’ infinito del tempo Uinclinazione 9 ha per
limite — /2 e v ha pur essa un limite determmato, non nullo e
finilo.

Segue iptanto dalle (22) [efr. (N'), teor. III] che v" & crescente
in ogni suo punto. di zero () e pertanto chie essa mon pud avere
che, al pili, un punto di zero f{, e sarh sempre negativa prima
di #;, sempre positiva dopo Emste qumdl, ben - determinato, il

limite
w :thm o(t).

Dico che w > 0. Se fosse w =0, si ricaverebbe dalla prima
delle (22) lm v(ff—oc) = —y+ gsenw =0 e quindi o <=/2 e,
dalla seconda delle (22), lim 0°(f)f~—oc) = -— o2, il che & assurdo
per avere 6(f) limite finite. Dico che w <+ oc. Se fosse W=+ ~,
si ricaverebbe dalla prima delle (22) e dalla (23).

mtax hm v'(t) = g sen » — min lim F(v) < gsen o — g <0,

—-O-OO i

e cid & assurdo con lim o(f)== -+ cc. 8i ha dunque lim 0'(f) = —
— (g/w) cos », e quindi lim 6°(f) == 0, e pertanto o == =/2. Ne segue:

IV. I} limile w, la cosidetta velocitd finale, & radice del-.
U equazione: ,
@4 Fiv) — g =0 ().

Se si aggiunge 1’ipotesi:

c) L’ equazione (24)~ha una sola mdwe

la velocita finale # risulta ben determinata, come’ 1adlce
della (24), ed @ 1nd1pendente dai para,metn Ve '

Ovviamente,- le ipotesi b) e ¢) sono: venfleate se F(v) riesce
ovique crescente e prende il valore g (per v > 0). Osserviamo il
teoremas

- V. Nell ulteriore sola ipbtesi a) per la F(v); se, in un certo
istante t,, riesce x(t,) =0, y'(t) = —v,, essendo vy wna radice
dell’ equazione. (24), sara sempre x'(t) =0, y'(t) = — v,, ¢l moto av-
~wverrd cioé sulla verticale condotta per la posizione iniziale O e sara
uniforme e.discendente, con velocita di grandezza v,. :

i () Se ¢ é un punto dl zero di v’(t) si trae invero dalle (22), anche .
se F(v) & soltanto’ hpschltmana in v(t),

o (f + At) — v’(t),=92 c'osé,o' SR

. 1m
I R v

S (5) Ve segue che: Detta W la massima fra le radici della 24),.la
grandezza della velocité non supera mai'il maggiore fra i due numeri Ve W.
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Ed invero, le equazioni

2 = — F('U):C’/’U, 'y" = — g F(’U)J [v,
®(t) =0, y'(t) ="— v,,

.individuano, in modo unico, ' e ¢, in tutto I’intervallo (0, ~),
ed iutanto esse sono verlflcate quando vi si ponga x :O y =_—v,.
" Ne segue:

VI. Nelle ulteriori @potesz a,) e b) per la F(v), impressa al
grave P una wvelocitd iniziale di componente orizzontale nulla, il
moto avviene - sull’ asse werticale y condotto per la posizione ini-
ziale. O, e al crescere all infinito del tempo la v ha un limite de-
terminato, finito e non nullo w. Tale limite & la pit -piccola radice
dell’ equazione (24) e ad essa la v tende crescendo se y,' = 0; la v
& sempre crescente e w & la pit piccola radice della (24) maggiore
di [y, ] sey,’<0e Fy,/)<g; la-v & sempre decrescente e w &
la pin grande radice minore di |y, | se y,’<<0 e F(ly, )>g;a
la v & costante se y,' =0 e F(y,/|)=g.

Sia ¢, > 0, deito {;, (cfr. n. 2) I'istante in cui si annulla Ia
velocitdh di P, le equazioni del suo moto si scrivono:

v'tl)
v'(f)

g—F), per t<t,,
g— F(v), per t>4%,,
vt,) =0. :

Si ha limo'(#)f—t,+0=g—7y>0, e quindi v'(f). positiva
in un intorno destro dello zero, tale si manferra, in' virtu del
“teor. V, in tutto Vintervallo (£,, + oc). La (f) si conserva dunque
sempre crescente dopo I’istante £, e non potra crescere all’ infinito in
forza dell*ipotesi b). Posto w=1im W{t)(t—=oc), si ha lim v/ (E)t—~o ) =
= g — Fiw) e quindi F(w)=g. Facendo pertanto crescere ¢ da ty
all’infinito, 1a (f), dal-valore zero che ha per ‘t—=1,, tende, cre-
scendo sempre, ad una radice della (24), senza mai eguagliare una-
tale radice, e pertanto w. non pud essere che la pilr piccola ra-
dice della (24)
» Sia -y,’ <0, posto- Iyo | = V le - equazwm del moto di P si

Il

I

scrivono ,
v(t)=g~F(v), per t>0,
W)=V, A
"ond'é segue, in base’ a;l teor. V, la perenmné crescenza, decrescenza

e costanza di 'v(t), secondoche F(V’) & mmore, magglore e uguale:
a g. Ece.- : .
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4. Teoremi genefali sulla velocita minima nelle ipetesi
del n. precedente. — Nella ricerca del minimo per la grandezza
della velocita nel moto di P, il teor. VI fornisce il risultato:
VII1. Verificandosi per F(v) le ipolest a) e b) del n. prec., se

il moto di P avviene sulla verticale, la grandezza della velocita ha
sempre un minimo, ed wuno solo, se y, =0 oppure se y,' <0 e
Py, ) < g, mel primo caso tale minimo & lo zero, nel secondo &
|y, |; detta gmndezza & costante se Yo <0 e F(ly,/ )= g, non ha
minimo se 3,/ <0 e F(y, ) > g

Se il moto non avviene sulla verticale, la ricerca, che andlamo
ora a trattare, del minimo per la grandezza della velocitdh non
offre un risultato della semplicita di quello ora enunciato. Ci
metteremo nelle ipotesi a), b), ¢ per la F(v), nelle quali, dunque,
tutte le .traiettorie hanno una comune velocitd finale w per la
quale si ha:

Flw) =

Potremo ora riferire P allinclinaziohe cambiata di segno
,t==0 della traiettoria, che varia nell’intervallo (— ¢, ©/2), aperto
a destra, e ftenere le sole equazioni dell’ odografo:

dv : ,
(25) S & = gooszl9sen = — Flll
: o—o)= V.
Osserviamo che, per Y’eventuale valore di t ove.si annulla

dv. :
go» Tiesce:

STURITIN o L d -

26 = . : FE=U> 0, g

¢ che, per un valore di t ove si abbia v(r} =, riesce 3—:’ <0, ne
segue: -
- VIHL; Condozzone necessaria e sufficiente affinché la grandezza
della velocita sia dotata di minimo & ehe esista per essa un .valore

nown superiore alla velocitd finale w, Al tendere di = verso =(2 riesce
deﬁmtwamente ,

dv 0 . . dy
dc = "PP“?‘?;;E<0,
e sollanto nel primo caso vi & il minimo per v. Se non 8i ¥ in’

questo caso v & sempre decrescente e maggiore di w. Per ogui tra-
iettoria la cwi-velocita iniziale ha grandezza V non superiore alla
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finale w, esiste il minimo di v, che & conse Jun‘u all’ inizio del moto
quando. é solo’ qutmdu sia

F(V) + gseng < 0.

Queste ovvie osservazioni ci consentono anche, (|lldll(|() wioyi,

i Yimitare 1a ricerca delle traisttorie dotate di minimo per la o

‘a quelle a cui competa una grandezza iniziale V della velocita

maggiore della finale. Per ogni tale traiettoria si ha F(V)+-gsen .

>g(l +xseny) -0 e quindi che la grandezza della velocita &

sempre inizialmente deecrescente e pert.mto che nell’ ovuntual.-
valore di = in cui v consegue il minimo riesce:

. dv .
(27) CET 0, gsent— F(v) = 0.

Denoteremo con 'plz, V) la traiettoria di angolo i proie.
zione-y e di velocita iniziale di grandezza V, relativa alla fun-
gione- 1'!‘\lstellt(‘ F.'E dicendo, semplicemente, ¢hé essa ha’il ai-
simo intenderemo significare che ¢ dotata di minimo: per. la gran-
dezza della veloeith del grave P,

Un criterio che pud essere utibmenté applicato; come vedromao,
per la ricerca delle traiettopic provviste di- minimo & fornito dal
segucnte teorema di confronto: ‘

IX. Sie E{v) wna secondu funzione resistente che vevifichi e
dpotesi a), by, ¢} delle K(v), ¢ per la quale si abbia: '

(28) L Pz Ewp), per w0 <V,
29) . F(w) = E(w) .

N

doco che . qlwndo Ia traiettoria Trly, V) ha 4l minimo. o ha pure.
Frlg, V). N

Dlm(mtrm-mno mvero ;'llb 8¢ ’U(T) non ha lnlnlmo m Frly, V),
non lo avra uoppuw la grandezza u(r) della velocita in lF(cp, V),
ciod che se & sempre v(r) > . sarh pure sempre u(r) > w. Si ha:

d(“"‘—i)___ ’DF(’U)—MF(M)
P (1 — o) tang T T Ty G

3

e quindi, in base alla (28), ove in primo luogo supporremo valido
il segno >>; e all’ipotesi o(r) > w, la crescenza di #.— v in ogni
suo punto di zero. Pertanto,  — ¢, inizialmente nulla, saxh sempro
" positiva per t > - ¢, donde, per essere sempre 'v(r)> w, 1le seguira
pure sempre wt) > Wy :

Nella (28) non sia ora sempre valido il segno >. Tutrodur remo
“una funzione H(v) essa pure uniformemente lipschitziana in ogni



)

160 BOLLETTINO DE'LL;A UNIONE MATEMATICA ITALIANA

intervallo finito, limitata, positiva per v > w, identicamente nunlla-
per v <, e per la quale infine si abbia sempre F(v)— H(r)> g,
per v - w. Sia ora % un parametro al quale daremo valori positivi
e in un conveniente intorno destro I dello zero per modo che
F(v)— \H(v) verifichi le ipotesi a), 1), ¢) della F(r) ¢ denoteremo
con E(v; ¥ quella funzione che, per ogni » ha come valore il mi-
nore fra i due E(v) e F(v) — AH(v), porremo ciod

E(v, }) — ;15('17}('0) + F(v) — AH{v) — ]‘E('v) — @)+ AH(v) ) .
La E(v, A), per & in I, verifica le ipotesi a), b), ¢) ¢ si ha inoltre

Flo)> B, %), per v>w,
F@v)y= E(@w, }), lim E(v, ) = E(v).
Aes ]

Detta 1(r, 1) la grandezza . della velocitiv nella traiettoria
TE@ g V), dalla dise;_r,uaglidnza () > w si trae, come abbiamo

. visto, #(t, )= v(z), per T>-—y, onde segue 1{t)==lim 2z, )% -—-1))>

= o{x), per T~ — g, ¢ quindi, di nuovo, (z) > w.

Dalla dimostrazione esposta segue pure il teorema (%):

IX’, Se [efr. nota (), la grandezza v(x) dell(t velocita in
Tele, V) & syperiormente limitata dal numero M e si ha E(v)> F(v),
per v< M, per la qmndezza a(x) della velocite in 'rly, V) riesce
ur) =< V(). ,

Questo teorema pud essere utlhnente applicato per la limita-
zione inferiore della v, tutte le volte che si possa scegliere E in
maniera che sia facilmente calcolabile u(r), Cos); per esempio, si
trova che: Se, per v <M, riesce F(v) < av, si ha:

| S gVcosg R gVeosm ;
o) = > ‘
. (g+aVse11 g)cost+aVcosgsent = g 4+ :
Se, per v < M, kiesce F(v) < av?, si ha:
(80) > - gVteosts ,
’ ! T
g cos® v +2aV?cos? ¢ cos® j D
cos
iy . ,

() Cfr. SieNoRrINI; Un teorema di comfronto in balistica esterna ed
alcune sue applicazioni. « Rendiconti del Cireolo Matematico di Palérmo »,’
t." XLIII (1919), pp. 357-398. Qui, a pag. 365, & gid stabilito un teorema di -
confronto che, cangiandone la dimostrazione in quella da noi ora data,
pud essere esteso-in modo da comprendere anche, come caso particolare,
il teorema IX' del testo.
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~od anche. osservando che, per gualunque valore di ,

cos® <

log talig (4 ,)) , <3
-8l ha pure :

31 v( 1> | 2gV* cos’ (aV’+ )g +2aV*sensy)
‘2V4(3+bsen“+2se“2“““339“3 2)+ Oga Va3 +dsens —sen's)+ 4g*"

- Tale formola, con le sue possibili estensmm, riesee utilissima
nel caleolo delle traiettorie (). Si ponga, per esempio. F(v)=cf(v),
ove ¢ & una costante ¢ f(v) & la funzione resistente di Siacer (M),
si ha allora, qualunque sia M, F(v) = cxr?, con = 0000349, e
quindl il teorema: :

Posto F(v) =-cf(v). ove ¢ & una costtmfe e f(v) la funzione regi-
stente di Siacci, per- qualsivoglia traiettoria sussiste la limitazione
inferiore per il quadrato della gremdezza della velocita che-si ottiene
dalla (30) o dalla (31) ponendori

~

«=0,000349 -c.

Se ora, (onaﬂ\ando le ipotesi h) e c), sostituiamo alla a) la
seguente piu restrittiva :
a’') La F(v), per ogm v>0 ¢ dotate di derivata pa i con-
tinua,
dalla (26), in base all’ elementare teovia delle funzioni implicite,
applicata all’equazione vz, ¢, V) =0, si deduce che:
X. I/ insieme del piano (3. V) per ciascun punto del quale
— esgendo. — =2 5~ =(2, V > 0 — esiste un valore di = verzﬁ
canle la (27). ¢ aperto..

Da questo teorema e d&l teor. VII i (X’) -¢he, ovx,mmeute,
rimane valido anche mnelle ipotesi «’), b), ), 8i deduce il seguente:
L . -XIL La F(v). -verifichi ‘le ipotesi a’), b), ¢). Tewnta fissa V(>mw),
avviene che o la traiettoria l(m, V) & dotatg di minimo per quale
st sia 3 od esiste un valore (V) tale che Iy, V) ha il ninimo per

ogni ¢ > 3, non. lo ha per ogni 3 < 5. Riesce ¢ minore dell’ angol» 4,
positivo e minore di =/2, per cui cos a-—W/V Tenuto fisso o, av-
viene che o I'(y, V) & dolata di minimo per qualsiast V od esiste
un. valore Vig) tale che T(g, V) ha £l minimo per ogni V <V, non
lo ha per ogni V = V. Riesce V> w. -

{19 Col metodo attualmente in esperimento presso I'Istituto di Caleolo
della R. Universita di Napoli.

(4") S1acci, Sulla resistenza dell’ aria_nel moto dei proietti. « Rn ista
& Artiglieria e Genio », 1896 (vol. I)
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Tenuta fissa V(> w), per ogni ¢ )Ll.d si ha Vcos 3. < e poiche
la I'lz, V) ha al vertice una velocity di.grandezza minore di Veosy,
ne segue che essa (teor. VIII) & & dotafy di minimo. Se F(z,, V) non
ha il minimo rlsulta wT, 9) > W per T = — g,, ma-:.[teor. VII
dl(N)] A , T
R LD %)>4v~ per c?<q>0,r>——<p.,~'z "

* donde T(p, V).non; ha neppure il minimo per ogni << 9, eda cid,
in base, al-teor. X, segue 1 esisfenza di un angolo pl< ¢) ‘tale che
I‘(co. V) ha il minimo o pur no. secondochd P00 .o Ecc
. 8i ha, ancora, in base al teor. VIII di (N):. . Sl
XTI Se, alle ipotesi a’), b), c) si aggiunge quella della mo'm)-
towia .di. F(v), detto *,(p, V) 4l 'vaiore di T ove e consegmto 2l mi- -
mmo .per.v nella draietioria l(cp, V), 8¢ ha: :

lim "1(-" V)(@ — %4 0)— lim T,(co, V){V-—' V O) = 1t/2

5. Ricerca della velo¢ita minima’ nelle ipotesi'lf‘(v)=ac
F(v) =av + b. .~ Vogliamo ora, in ciascuna di queste ipotesi,
ove a, n, b sono costantl, le prime due posulve e la terza minore
di.g, compiere; in  modo ‘rapido la ricexca delle tralettorle dotate
di minimo per la grandezza della velocith, per apportare qualclie
ulteriore: precisazione ai risultati ottenuti dal Sraccr [loc cit. "’)]'
sullo stesso argomenta SR ' L B
. Per ~r> 0 la dem\ ata dv/d‘r ha lo stesso segno d1

1 - " ode
'v"+l cos"*-1 Tsent dr

el

ECTTE I SR
S el

odogmfa, dx

:!. - 5 s q:

s 1 ma dc
.-,:;;"3’" 808" ,—v"Vn OOS"? 4» g egsn—nc

e qulndl in base al teor. VIII si ha che La tralettona I‘(qJ, V) -
sarh, dofata di {minimo e pur no secondoché per 7—-%[2, riesce
deflmtlvamente ‘ . e R

@ Hp— 9 ?+j LSRR S S

T

naV* cos™ cos"tle  msentcos't
LA



RELAZIONI SCIENTIFICHE : 163

positiva o négativa. Ma si ha:
“ dH 1

dt = msen*tcos" i1’

83)
e quindi la crescenza di H(z), onde possiamo dire che la traiet-
“toria I'(s, V) sard dotata di minimo o pur no secondoche
T34 Ly, V)= lim H(r)
=2

& positivo o no. Ora, per » =2, la derivata di I, data dalla (33).
diverge positivamente, d’ordine non inferiore ad umo, ed il li-
mite (34) vale percid + oo e si ha dunque il teorema di Sraccr:

XIII. Per n =2, ogni traielloria, quali si siano i suoi pa-
rametri, & dotata di minino. ’

Per » 2, si ha
=2
sen n—1¢ ds g
neos'y | m J cos" 1o ' maV"cos" ¢’
-

(85 Ly, V)=

e risulta
) oL aV"+gseny
o~ aV"cos"*ly’
e quindi, fissato V, poiche possiamo limitarci a considerare il
. caso V > w, ciod aV" > g,
oL

o

>0, lim Lz, V)= — e, lim Iy, V)= + oo;

o —enf2 o—en2

esiste pertanto uno ed un solo valore di ¢ =¢(V) per cui riesce:

w2
(36) n cos” CPL(:{J, V) = sen ‘? -+ (n _1) cos™ ?J dG _g_

cos"1g t gV — 0,

{ >0 per o> V),

Lig, V) il
® )l <0 per o9 <<pV),

onde segue:
XIV. Supposto n <2 e aVn > g, Uequazione (36) definisce
un ben determinato angolo o(V), —=/2 < ¢(V) < =/2, tale che la

traiettoria Ty, V) riesce dolata di minimo o pur no secopdoché ¢
supera o no o(V) ().’

() S1accer [loc. cit. (3)] aveva gid osservato, ma soltanto per i valori
di'n comparsi fra 1 e 2 che, condizione necessaria e sufficiente per I’ esi-
stenza del minimo di v, & che il limite I, dato dalla (35), risulti positivo.
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Si ha S ‘ ‘ .

G _ g
AV ™ VeosyaV" + gsen gy’
e quindi che & ben determinato (e finito, <C =/2) il limite
' = lim (V
bu V__mo{ )

esso &, come si deduce dalla (36) passando al limite per V-—oc,
quel ben determinato valore ¥, — %2 < ¥, < w/2, per cui risulta

n 2

' K ; ds 1—n ‘
(34) J cos g = T Jcasl‘" (—dc’
. 0

; .
onde segue: . . o

XV. Per ogni valore di n <2, detlo In gquel valore per cui .
& vemﬁ.cata, la (37), ogni traietioria l(.., V), con. angolo di proie-

zione o >} ”, & sempre, quale si sia V, dotata di minimo ().
Si ha: 4, <0, per n =15 9, >0, per n<<1,

(38) lim ¢, ==/2.
0

7 —

Fissato per ¢ un valore ¢* <Y, , esiste uno ed un sol valore V*

di V per cui ¢( V¥ = ¢* ed allora I'(z¥% V) sard dofata di minimo
o pur no secondoch® V & minore o no di V* La (38) ci dice
dunque. che: -
XVI. Pur di dm’e ad n valori-abbastanza piccoli, v sono
tradettorie non dotate di minimo prosszme qmmto st vuole alla
verticale.
F(v)_-—av -+ b, In tale “ipotesi, pmché non & escluso che b
K possa esser: negatwo. intenderemo sempre &i limitarci a consi-
derare quelle traiettorie per le gmali si ha. sempre av(z)-+b>0.

Porremo == a/g, 8="blg. Per t—=/2, ia déﬁvat& ‘1"2 ha definiti-

(‘3) Dalla. (32) si- deduee, per ogm valore d1 ) quando é n>2 e per
¢= ¢y quando n < 2, in partleola,re per g>>0 gquando n>1, che T iuclina-
zione ‘ove: v consegue il minimo ha, per V-—eo, il hml’(e dato da quel
ben determinato valore © che verifica I’equazione: * - -

T .
. - { -ds
NSeRT COs" T ~———u— =1,
i gognti g o
]
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vamente il ségno di

L. I T S L I -
tang®? (I — §) dv tang® ( T E) lang? (.I — §)
& (sent— @)v‘ dt = 7 weost  "costsent—8)’

" cio®, per essere

weliD) ) o
veost = ,Vcoscp e Jtangﬁ (4 2_) cos?s’
il segno di o ,
B oY G A S R T
e _tang- (4 “‘2) | .t. '3 ("L c_); s tang® (4 = 2)
)= Veosy * “J AngE\L T2 'cos’c_lcos r(sen~-—,3)'
—5 .

Ma =i ha: ) )
' T T
dH tangpf sz — 2)
= (sent — B)*

onde&segue, come precedentemente, il teorema di Sraccr:’
- XVI1. Ogni traiettoria perl la quale riesca av -+ b >0,
F(v)=av -+ b, con b <—g, & dotata di minimo. '
Per —g<b<geaV+b=>g, si trova

L(p, V)= lim H(x)=

T—sm/2
) s )

e

= tangt ( Ea é) a tgng?—l(;i—*-
= T [ Tt U R

Veoss 2 i
. RS

aL—'t?mg?(4“+§)(’V—t~b +gseng) >0,

& = . gVcosTg @ gseng) >0,

lm L(«, V)——— oo, hm[L(u, V)= oo,
§——nf2 — 2 .
onde Asegue,_com‘e precedentemente: :

' XVIIL. Supposto —g<b<g aV+b >g U equazione
Lig, V)=0, definisce un-ben determinato angolo o(V), —=/2<¢(V) <
< =2, tale che, ogni traiettoria T'(e, V), per la quale sia av +b>0,

F(v) =av + b, riesce dotata di minimo o pur mo secondochd ¢ su-
pera o no (V). Si ha: : -

hm V) Y, =2 arctangvg — g, bhm b = 2,
—g
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-e quindi che, pur di dare a b valori abbastanza prossimi a g v
sono, qualunque sia a, traiettorie non dotate di minimo prossinte
quanto si vuole alla verticale. :

6. Criteri’ sufficienti per I’esistenza del minimo della ve--
locita. — I risultati del n. prec., col concorso del teor. IX. for-
niscono i seguenti criterii sufficienti per 1’ esistenza del minimo
della grandezza ‘della velocith, assai meno restrittivi di quelli
stabiliti dal Siaccr [loe. cit. (Y] Si ha., in primo luogo, dal teor.
X111, il segueiite: . _

XIX. Se, nelle ipotesi a), b), ¢) del n. 3 per la F(v),: il rap-
-. porto F(v)iv* mon & decrescente per v =w, a destra, ogni t) aietioria
¢ dolata di minimo quali ne siano i par dmetn ‘
Sia, invero, 8 quel numero positivo per cui risulti
Eg—’gﬁ:fj?), per w <o < w+ 3,

(39)

“e poniamo a—*F(;v)/w"—g/w’, E@)=—av'. La I'p(s, V) non abbia
minimo, risulti cio® sempre v(r) - w e diciamo t, quel valore di <
per cui riesce

w <o) w43, per 7,
ponendo v, 5= v(r,). Avendosi, in virti della (39),
F(v) = E(v), per w <v=<w,, Fivy= E(r),

ne seguirebbe la non ésistenza del minimo- per la I'g(v,, t,), il

che & assurdo in forza del teor. XIII Analogamente. dal teor.

- XVII, segue: ‘ )

XX. Se, nelle ipotesi a), b),. ¢). per la. F(v), il mppm to

[F(v) + g)/v non & decrescenle per v = w, a destra, OJm tr meﬁot i

possiede il minimo quali ne siamo i par ametri. :

1 teoremi XIX ¢ XX assicurano, concordemente, in partlcolale

I’ esistenza del minimo per’[ qualsivoglia traiettoria quando, risul-

tando F(v) derivabile per v—w, si abbia ‘wF (n)\ 2F (). Sono
corollarii dei teoremi X1V e XVIII rispettivamente i seguenti:

XXI. Se, nelle ipotesi a), b), ¢) per la F(v), Jpea una certa
costtmte n<2 riesce

F) _ Fw) -~ ,' -
,:bn é_%-u_7 per w;<_,v_-,—<_—V)
“detto o(V) quel beﬂ determinato valore di c;a per cm"él |
o ' 2 \d
. . 5 w\*
senq,+(n—— l)cos oj sosis1s + (7> :Q,
N -9 ' ’
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ogni. traiettoria Uy, VYV > w) con angolo di proiezione 5 > oAV @
dotata”™ d¢i minimo;. in particolare, quando sia n>1,
per ogm angolo di proiezione non negativo.

'XXII. Se, nelle ipotesi a). b), ¢) per la F(v), per nna certe
costante b, maggiore di —; e ninore di g, riesce
F(v) F(w) —b

0 == per w=oe= T,

Cio ravviene

detto o(V) quel ben determinato valove di 3 per cui &

’

s 2w . _g’—mb T f‘ : = AN o R
o V(~()s¢~+ g+ t.m (\.} ﬂ_*)}i"'cqt (I '&.')‘:)T—Q e

ogni traiettoria U(z. VIV = w) con @ngolo™ di prozeumne R Jﬂ) ¢
dotata di, wminimo; in particolarve;. quando -sia b =20, ¢id  avviene
-per. ogni-angolo-di_proiezione. won. seqgativo. . ' .

I teoremi  ottenuti :pesseno . avere pratlche41)1)11("17‘10111 'A‘di‘
esempio, poniamo- F(v) = cfiv)-ove ¢ & una. costante.e flay & la:
funzione resistente di Sracer [loc. eit. ("] Lia velocith finale i @
quel valore per-ecui si ha flur)=g/c e riesce flo)'e* non decrescents
in e quando risulti s << 925, eiod-yjc = ﬂw) < ()b 08. e qum(h

5581
¢ 96,08

=0,102....

Adunque. in base al teoi. XIX, possiamo dire che:
Per tutti quei proietti per i guali si possa riteiere & - 0, 102...,
ogni - lom t;azetto: w, Itualz ne smno @pm-ametu e doz‘am da mmuuo. '

s B .*"
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