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PICCOLE NOTE 205

Alcune relazioni fra i coefficienti binomiali e nuove dimostra
zioni che ne discendono per due teoremi aritmetici.

Nota di Raeeaele Paolantonio (a Torino).

Sunto. - Utilizzando la nota formula per la molt ìpl trazione del coseno, si 
stabiliscono alcune relazioni fra i coefficienti binomiali, dalle quali 
discendono facilmente due noti teoremi sui residui quadratici.

1. Essendo in un numero intero positivo e 0 un numero reale 
qualunque, si consideri la nota relazione:

ços fnO = cos'" ft — I j cos'"“’2 ft sen2 0 -+-1 I cos'"-”4 0 sen4 ft — —

Pongasi
ni zzz 2nh -+- v,

■

dove n, h. v sono humeri interi; siccome

cos (2nh -+- cos ( 2wt: 4- v H — cos v ,
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ne viene :

cosv 7 —
h

Se v = -t 1 oppure v = z±z (h — 1), essendo

• cos (d z 1) — eos fa,

cos ri; (* — I) H — vos -=i. - eoe ~. 

ne segue ;

(1) dj eos *- — eos'" ' —
li

Il segno -t- del primo membro della (1) si ri feri see a > = zlz 1 
e quello — à v zz= zlz (h—1).

2. Si faccia nella (1) :

h — 4 e quindi m ~ à -r- ?. v — ziz 1 oppure» v -- &-

ricordando ebe
Tz ~ 1

sen , - eos , ™---- .
- h 4 V2

si lia :

£ / 1 Y" l Y" /m\/ 1 Y" "'7'/ ,» y 1 Y"
V2‘_\v2/.’_\2Av2/ \4 /\V2.) ' ( l1 ' v"—1/\V2/ ‘
In questa relazione e nelle tre seguenti il segno superiore 

del primo membro si riferisce a hi à:1 1 e quello inferiore 
a

Moltiplicando entrambi i membri della (2) per (Ÿ2)"‘ risulta:

«•me

<H)

•se m è un numero primo, tenendo presente che ciaseuin ter
mine i'j (eccetto il primo) del secondo membro della (3) è divisi

lo Se ih è uii numero primo e «1 ... «K sono numeri interi positivi o 
nulli ciascuno minore di m e la cui somma è uguale ad m. è noto ehe

E è un numero intero divisibile per m.
L, ! ... «,«'

In particolare
primo e k un numero intero tale ehe O <( fc < m.

cos'" i h
tn\ . -rc - /M

I cos'" sen- v -t- I .2 / k h \4 cos"'~4 , sen4 -, .. 
a 4

4

rr7 .* V' W—!/•

/m 
l~~ V2;

1 ■ 7mV à'
' - =1-(2| ’ U

; W —1 /L(—1) 2 i m

\m—1

H7— - n ; è divisibile per m, se m è un numero fe! (m — fc)!
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bile per -//. si ottiene :

(mod. m).

1
(>

(>

si, ha :
V3

(5)

ut—4

-1)s

= (V>

Cloe
m—3 : m- r>

(0|

ovvero

(71

Hi — 1
3 2

tt):

ni 12iz I- y.

ni \ 
m — 1/’

A. Si faccia nella 

h — 6 e quindi 

ricordando che

v —« 1 oppure

In questa relazione e nelle quattro seguenti il segno supe
riore del primo membro si riferisce a in — 12w zt 1 e quello infe
riore a in — 12n ztz 5.

I1) Essendo m mi numero primo ed a primo con m, si li;i ^feoroma 
di Fermat) : «w-i == 1 (mod. m).

In particolare per a = 2 ed m «girale ad mi numero primo dispari, 
risulta 2m~i — 1 divisibile per m.

w i
1 - -- 1

2"'
Moltiplicando entrambi i membri della (5) per -risulta:

Se ni è un numero primo, tenendo piesente che il primo 
membro (*.) e ciascun termine (dal secondo in poi) del secondo 
membro della (6') sono divisibili per in, si ottiene:

ni—1
1 (mod. m).

(
ni—l x /„M\ ni^ /^\ *»-5 hì~ \f ■ x3 2 ^l)-(2):<2 >(4)32■■-•••+(-1) 2 (m2t
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4. Osserviamo che non possono coesistere nè le due congruenze

2 2 "s 1 (mod. ih)

ni—i
j 2 2 — 1 (mod. ih) per m — Su h 3 (h numero intero ^±0|,

( oppure in " Sn—3 (n numero intero > 0

e nè le altre due

, m—1
I 3 2 1 (mod. ih) a

/ m-1
I 3 2 == — 1 (mod. ih) per ih — 12n5 (h numero intero >0).

oppure ih —12n — 5 (h numero intero > 0)

altrimenti si avrebbe la relazione assurda 1 = — 1 (mod. ih) (1|.
Da ciò e dalle stabilite relazioni (4) e (7), e per il criterio di 

Eulero discendono i seguenti due teoremi : ,
' 1°) Il numero 2 è residuo quadratico di tutti i numeri primi

delle forme Sn^-1 e 8n — 1, ed è non residuo quadratico dei nu
meri primi àelle forme 8n + 3 e Sn — 3.

. Osservando che i numeri interi positivi delle forine 8h — 1 
ed 8n — 3 (n numero intero >0) sono rispettivamente delle forme 
8n-t-7 ed 8h-f 5 (n numero intero >0) e viceversa, tale risultato 
può enunciarsi così :

Il numerò 2 è residuo quadratico di tutti i numeri primi 
delle formé 8r*-h1 e 8h-+-7, ed è non residuo quadratico dei nu
meri primi delle forme 8n -l-3 e 8n + 5. z

Questo teorema conosciuto da Fermat, fu dimostrato per la 
prima volta da Lagrange (« Nouv. Mém. de l Ac. de Berlin », 1775).

2°) Il numero 3 è residuo quadratico di tutti i numeri primi 
delle forme là 1 e là — 1, ed è non residuo quadratico dei 
numeri primi delle forme là -4- 5 e là — 5. y

Questo teorema conosciuto da Fermat, fu dimostrato per la 
prima volta da Eulero (« Nov. Comment. Ac. Petrop. », T. Vili, 
pag. 105).

5. Con considerazioni analoghe alle precedenti si possono sta
bilire facilmente altre relazioni utilizzando le seguenti note for-

J f1) Cfr. àd. es. Dumchlet-Dedekind, Lezioni sulla Teoria (lei Nu
meri, pag. 72.



PICCOLE NOTE

mule :

m\ ■ - ’ ■

K I sen5 0 ees"'à-s y ___ K /

(UN , . , /ttt v
. isen li eos"^^ H — l o I sen3 - cos
1 / ' \ •» /

tan mO =
. I tan 0 — L ) tan3 0 -+- I ) tàn5 tì

Zw\1 — L ì ton* 0 + I 4 ì ton* tz - ..


