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piccole note 217

Sull’equazione di Fredholm nel campo complesso;

Nota di Rade Badescu (Cluj - Romenia).

L’equazione di seconda specie di Fredholm, che oggigiorno 
e divenuta classica in virtù delle sue numerose applicazioni, può 
essere estesa anche nel dominio complesso. Essa si può scrivere 
sotto la forma. <l>(s) essendo la funzione incognita.

(1) À sWs)ds = M(s)

dove 1* integrale è estesa ad un arco continuo di curva C. chiuso o 
no. In quest* equazione. K(s. s) e ll(s) solio funzioni date, regolari sul

- dominio dìiitso D. limitato dalla curva C nel primo caso, o conte
nente Varco C nel secondo caso, ciò qualunque sia s sulla C per 
il nucleo K(s, s). Il caso dell’arco aperto C può essere ricondotto 
a quello classice di Fredholm, effettuando un cambiamento sulla 
variabili* s. s = H(t), tale che all* arco. C corrisponda univocamente 
il segmento (0, 1) delibasse reale. La funzione H(t) essendo sup
posta olomorfa su questo segmento, sarà altrettanto della fun
zione K[s, Tossiamo allora introdurre ima nuova variabile w 
definita dalla relazione z = H(u^ e ponendo
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itovi» è la nuova Funziono incognita, saremo-condotti all*equa
zione di Fredholm '

> |;A'|Il. ! <l>t

0

per la quale i tre teoremi già stabiliti da queir-Autore' sono 
validi.

Il caso di una curva chiusa C è più complicato perche, se il 
nucleo K\z. «) è olomorfo in x sul dominio /). qualunque sia z appar- 
teiiente a questo dominio, l'integrale del primo membro della 11 ) è 
nulla, e allora la risoluzione dell'equazione (1) diventa illusoria. 
Dobbiamo quindi supporre che il nucleo K{z. s) ammette certe 
singolarità nell’interno di C, pur essendo olomorfo quando * ed x 
v< ngono sulla curva C. ed èprecisamente la scelta di queste dm 
golarità che rende il problema così difficile.

Nel Dicembre 1929 Ç) abbiamo studiato un'equazione f inizio* • 
naie che si presenta nel problema d«»l (Ioursat relativo alle equa- 
zioni cop derivati» parziali di sicond' online. del tipo iperbolico; 
in un caso particolare che è stato oggetto di alcune nostre Note p). 
tale equazione »si può .mettere sotto la forma (1) utilizzando l'inte
grale di Cauchy., Soltanto nel Luglio del 1931 alziamo preso co
noscenza di due articoli dovuti ai sig.14 Pincilerle e (■inquini (3) 
nei (piali essi studiano delle equazioni integrali de la forma (1), 
C essendo una curva chiusa. I metodi applicati dè (fiu sti Autori 
differiscono- essenzialmente dal nostro ; essi conservano un ca
rattere locale dal quale cercheremo di liberarci utilizzando le 
ricerche ben note dei sig.1' Fatoit e Jïtlia (4) sul problema ge
nerale dell'iterazione, ricerche, d’altronde, posterioren quelle dèi 
sig. PlNCHERLE. '

In questa Nota vogliamo (»stendere i teor(»mi classici del 
Frzediìolm ad una classe assai generale di equazioni integrali 
del tipo fi), che comprende anche le equazioni considerate dal 
Pinch e RLE o dal Cinquini.-

p) «■ Académie Boyale do Belgique<». ■ série, t. XV. pag. 1092 
et suivants. ,

p) ( «nuptos Beudus >. Paris, t. 191, pages 428 et 480.
(::) S. Pixel IEB LE. « BendiconH Açc. Scienze ». Bologna. 191Ò-16. voi. XN 
('INQUINI. « Bollettim» l^uione Alatomatica italiana ». anno IX. n. 2, 

1930. pag. 03. , ;
J P) Voir G. • MA, «Journal de I/iouville », 8.à<> série, tomo 1. 1918, 

pag. 47.
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Consideriamo i seguenti nuclei

zox i.^ ... î t y Ai-gfo*)' y - _+
(2) A U *1 — 2^, - 2a\ [s - 11 2j js — o2te)]p+l

‘ p=r() 1 *' ,J p=() 1
Ulr .

■ \? L>) (*
' • — ò.(ixF’1Î

dove le Oj(g) sono delle funzioni razionali, olomorfe su tutto il dir 
minio chiuso /). limitato <lalla curva C, «» tali (die le trasforma* 
zioni
W V —l. 2....

ammettano un solo punto attrattivo C sul /-. Supponendo tutti i 
moltiplicatori <1 istinti dallo zero, avremo

tyK»=c.. 0 - 0/ccr < 1 1.2,.... ri.

In quanto alle funzioni Aj.?,U. s), noi le supporremo, per il 
momento, continue rispetto ad a sulla curva ■(■•

Siano D, i «lominii immediati, «l'attrazione relativi a l. che 
corrispondono -alle trasformazioni (3). Questi domini! hanno una 
parte comune semplicemente connessa A. contenente il punto e 
appartenente a ]). Supporremo nel seguito che la curva C appar
tenga interamente al dominio A e che'tutte le curvo C; ottenute 
applicando alla C ciascuna dello trasformazioni (3|, siano comple
tamente interne alla (\ Il punto C sarà allora aneli'esSo interno 
alla C. /

In queste condizioni, perchè l'integralo di K(z. s| presa lungo 
la C, abbia un senso, bisognerà supporro che le finizioni Aj,?1U. 
siano olomorfe rispetto a z sul /- «» rispetto ad a sul dominio 
chiuso A,, limitato dalla curva corrispondente Cj (’!•

Le ipotesi fatte non sono troppo restrittivo, special monto V ipo-, 
tesi che C sia un punto fisso por tutte le trasformazioni (3). In
fatti, supponiamo che ciò non sia e che 0j#| ammetta un punto , 
interno alla C, come punto fisso. In «questa ipotesi però, i termini 
di Al(s? che contengono OJ3) al dono mina toro, possono diventare 
infiniti su C, ciò che ci obbligherà a deformare la curva C per 
lasciare all’esterno il punto E anche in questo caso non si può 
parlare d’unicità della soluzione.

(A) Queste funzioni som» anchç olomorfe rispetto all'insieme delle dm
variabili sul A/.

r
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Precisati questi punti, sostituiamo nell' equazione (1) iì nucleo 
K(z, s) con la sua espressione (2). Integrando termine a termine le 
somme die vi figurano e tenendo conto della forinola classica

p! f F(s)ds 
2^iJ(s — 1

Avremo

p! |

..........  1 -■4-2j«! w ~ ■( = *<•>
ossia, ordinando sbornio le derivate crescenti di ‘b(s). otterremo 
un' eq nazione funzionale della forma

1ilt ìtlr
li) ; 'i-i.-) - à r, -+- ... 4- 2 'i (3).

. p-o . . '

Ije espressioni delle nuove funzioni sono date dalla re
lazione

m.i f '
r i-ù — V------ ---------K{q ~pUz 0 (-H“ Za (q —hi! p'.M 

q=p

dove K{pq{z. s) è la p-'^""' derivata di s] rispetto ad s.
Per poter estendere la proprietà dell'unicità alla soluzione 

uniforme <h(£) dell'equazione (1) rispettivamente intorno all'origine 
del piano À e al punto C. bisognerà supporre che le funzioni 
ile quali sono evidentemente olomorfe su D), ammettono degli svi
luppi tayloriani intorno al punto C, analoghi a quelli del (Inquini,

• -.P{%} ^7p. q (s ^7-

- In queste condizioni la funzione determinante di FhedholM 
/7(a), funzioni» intera di A. ammette come zeri i punti deliri suc
cessione

1
nr, . '. ' , • .. .. ar, ...
2j n I L°1 WJ (p,P * 4 2u .. , [f>, J(?) ’

1 ' ;>=<• 7 ’
</ —N. 1...» . 
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in cui supponiamo implicitamente che, se i e inferiore a m,. la 

somma corrispondente 2 sarà sostituita da Ï , tutti gli altri 

termini vanendo a sparire dall’espressione di \. Questo risultato 
può essere ottenuto utilizzando le ricerche del Cinquini e osser
vando che l’operazione effettuata su nella parentesi del primo 

.. , / ■; .
àmbio della (4), è lineare rispettò alle somme ~ che definiscono 

p — o
delle operazioni analoghe a quelle del Cinquini. Si può, del resto, 
giungere agli stessi risultati, applicando all equazione (4) il metodo 
adoperato da noi nelle Note citate con (*) e (2) nella pagina 2tó.

Possiamo, ancora estendere i teoremi classici del Fredholm 
a delle categorie più generali d’equazioni integrali del tipo (1), 
per le quali i nuclei KÇz, s) sarebbero rappresentati da serie uni
formemente convergenti in z ed s rispettivamente su J) e A,-. serie 
dedotte dalla (2) facendo tendere verso l’infinito uno almeno 
degli m, oppure l’indice r. Bisognerà perciò fare certe ipotesi 
supplementari sulla convergènza di tali serie o sulle funzioni ODj.

In un’altro articolo ritorneremo su tutte queste questioni come 
pure su una generalizzazione dell’equazione (4), generalizzazione 
che permette di fare uno studio più largo delle soluzioni corri
spondènti, non solo nella vicinanza di un punto fisso ^attrattivo, 
bensì anche intorno a dei punti misti e ripulsivi. Va osservato 
che il metodo adoperato da noi si presta anche nel caso dei cicli f1).

Possiamo ottenere lo stesso risultato se al posto del piano z 
introduciamo la sfera del Riemann. le funzioni h/z) essendo sol
tanto razionali sul J).

(4) Veggasi la nostra ultima Nota nei «Comptes Rendus». Paris, 
vol. 192, pâg. 599.


