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PICCOLE NOTE 277

Il teorema di oscillazione per le equazioni differenziali ordinarie 
del terzo ordine lineari omogenee a coefficienti costanti.

Nota di G. Sansone (a Firenze).

Smite. - 1j’A. dimostra che se p£, p2, p3 sono costanti reali, gli integrali 
dell equazione ■ - 4 '

y33+Piy™ 4- Xp2t/(1) 4- *P3# = °
nulli in dpe punti aeb, quando il parametro À diverge a co. oppure 
a — co, hanno carattere oscillatorio nell’intervallo (a, b).

In due note precedenti, direttamente (*) e come caso particolare 
di un teorema generale (*), abbiamo dimostrato che data l’equazione 

(1) 4- p,^) i) 4- Xp^ -- 0

con Pi , p2, Pz costanti reali, pt* p/ 0, X parametro reale, kissati 
comunque tre punti distinti, esistono inkiniti valori del parametro X

(9 G. Sansone, Il teorema di oscillazione per le equazioni differenziali 
ordinarie del terzo ordine, lineari omogenee a coefficienti costanti. [« Rend. 
1st. Lombardo », LUI, (1929), pp. 683-92].

(2) G. Sansone, Esistenza di infiniti autovalori per le equazioni dif
ferenziali ordinarie, lineari omogenee a coefficienti costanti. [« Rend. Cir. 
Mat. di Palermo ». LV, (1931), pp. 168-76].
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|autovalori] ai quali corrispondono integrali y/(.r. À) dell* (‘([Nazione (1 ). 
non identicamente nulli, eie» sf annullano n<‘i tr<‘ punti prefissati.

Supponiamo che gli unto calori fieli' eduzione (1) abbiano per 
calore limite 4- ^>. e dimostriamo che /issati comunque due punti 
a e b. a > b. e scelto nell' inter vallo (a, b) -un intervallo (^, 
trario, < ;2. esiste un numero Ào tale che per tutti i valori del
parametro À>\jI * 3) gli integrali y(x. À|della (1) che si annullano 
in a e in b hanno almeno uno zero in

I8) Quando gli autovalori abbiano per valore limite —oo, alla disugua
glianza À>À0 sostituiremo F altra À < Àfì : se gli autovalori hanno por valori
limiti -poo e —- oc [cfr. n. 3] sostituiremo F altra ' Ä | >À0.

I4) Per le 'equazioni del secondo ordine HT. a ) 31. Pi con e, Corso di
Analisi Superiore (« Ciro. Mat. di Catania ». 1923) f. 1. p. 94 e seg. ; 
6) G. Mammana. Sopra un nuovo studiò delle equazioni differenziali lineari 
I* Math. Zeitschrift » ; Bd. 25. (1926), (pp. 734-48). p. 743]. <

(5) Cfr. G. Sansone, loe. eit. (•). P- 688.
(°) In questo caso particolare basta considerare gli integrali della (2)

nulli in un punto assegnato, e si può anche scegliere arbitrariamente 
l’intervallo (^. r?).

Nel seguito senza alterare le generalità supponiamo ft ~(). b~~ 1. 
l »aiterà caso mai effettuare indiali) la sostituzione .r~-a 4 t(b — a}.

Possiamo anche supporre ;..) intórno a (0. 1) e perciò 
0 Cj <; ;2 1.

Infine poiché le costanti pt e p3 non sono ( ntramb(‘ nulle, 
salvo a mutare À in - À possiamo supporre una di esse positiva, e 
noi per la dimostrazione distingueremo tre casi:

N==pt = 0. Pt>0; ’ 2)J>j>0. Pi 3) p., = 0. ;>3>0.

1 Caso : jq -- p3 (1. p2 > 0.
L'equazione (1) assume la forma:

(2) y/t3' -+- 'Pd(n — 0

se â è un autovalore reale, l'equazione caratteristica s3 4-Xp2c () 
<l<‘ve avere una radie«* reale e due compilasse e coniugate (5). gli 
autovalori sono quindi positivi e il loro valore limiti* è e

Con X'z>0 l’integrale generale y/(.r. X) della (2) ha l’espres
sione q cosVÀPs # 4-Cj sen\ aj)2 .r t-c3 <* l’annullarsi di esso nel 
punto 0 (6 *) porta che g(jc\ X) ha la forma 

(3) y/hr. X) VTSx c2 cos -2 sen \ x

con cì. (g costanti arbitrarie.
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Se X soddisfa la disuguaglianza 

<4) 2 ‘ 2 ’■

quando a: varia tra e ;g, esìsterà almeno un valore x tale 
che \ Xpg x/2 — Ztt con / intero, e quindi per la (3), y{x, X) = 0.

Si soddisfa la (4) prendendo X>X0 con X = 1[2tt/(;2—
abbiamo Così dimostrato che per ogni valore di X Xo l’integrale 
della (2) nullo in un punto ha almeno uno zero in (51? ;2).

2 Caso: p2 > 0, p/2 [a — 0, b = 1].
Per ogni autovalore dell’ equazione (1) dovrà risultare nega

tivo il discriminante della sua equazione caratteristica

(5) p* -4- — 0.

ciò porta che gli autovalori soddisfano la dis uguaglianza

— 4/,3X3 +- CP/2V +- -ISptPiPi — 27p,2)Xs — 4pj3p3X <0, 

perciò essi, quando abbiano valore assoluto sufficientemente grande, 
sono positivi e il loro limite è h- oc.

Se X è positivo sufficientemente grande, le tre radici della (5) 
hanno la forma

7i(X) -4- 2(X) Yj(X) — iy2(X) y3(X) [i unità immaginaria] 

con Yj(X), y2(X), y3(X) funzioni continue di X,

(6) lim7I(X) = ll — plim Yj(X) =-F co, lim y3(X) = — .
■?.—-L Pd Z--* 4 op Z—*4 00 p2

L’integrale generale della (1) ha la forma (7)

y(x, X) = iX cos 7zN -h c2eïlæ sen 7^ -+- c3eïsæ ■

con ci, cg, 6z costanti arbitrarie, e l’annullarsi di esso nei punti 0, 1 
porta

1 q -+- 0c2 h~ l6z = 0, cX’ cos y2 -+- c2eTt sen 7^ -+- c3eYs = 

e noi andremo a verificare che la matrice dei coefficienti

1 0 1
V. V,6Y CO8 7z V sen 7î 6^

per X. sufficientemente grande ha la caratteristica 2.

(7) Per comodità scriveremo ylf Tgj'T-a in luogo di yJà), y2(à), y:ì(à).
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Infatti, perchè la (7) abbia caratteristica 1 occorre e basta si 
abbia

Y2 == con l intero, Yi = y2

cioè le radici della (5) debbono avere la forma

7i * «7r 7i - *7s Ti

e queste soddisferanno la (5) ove si abbia 7, — —pJB e

Da queste si hft
(8) 9(JP,JPS — 3p3)X = 2p/ 

quindi per pipt — 3/>2 ={= 0, quando sia X > 2p,3.. tyj^p. — 3jp3), la ma- 
trice (7) ha la caratteristica 2; se poi p,p2 — ßp3 ~ 0 la (8) è pos
sibile soltanto per pj ~ jp3 = 0 e questo è il caso esaminato prima 
nel n. 1.

Adunque per X sufficientemente grande la (7) ha la caratteri
stica 2 e F integrale della (1) nullo nei punti 0, 1 ha la forma

6' ' COS y2 
eT,x cos 7zN

eY‘ sen ys 
vi.re sen

y(x, X) —

ovvero raltra

cos — e'3 '' sen yt 
«V a — Vcos Y-M —e ' ‘ sen y2<

J e(l I ælY,à X) —(9)
sen Y2M j

La discussione ora fatta sulla caratteristica della matrice (7) ci 
assicura che per À sufficientemente grande la differenza Yj(X) — y3(X) 
non è mai nulla e per la continuità essa avrà sempre lo stesso 
segno; quindi nel determinante che figura nel secondo membro 
della (9) per a sufficientemente grande si avrà sempre yJX)— YaW >0 
oppure sempre Yi(X) — y>(X) <0.

Osserviamo anche che avendosi lim y2M =='-+- oc, può determi- 

nursi un Xo tale che per X > Xt> risulti

HO) 

si ha «la (pii che scelto ou qiuihiMytie X Xu quando r varia tra e ;2 
vi sono almeno due valori di .r che indi« hiamo con . .r2 tali che

Y,.r, ~~ 2Ir. ïyre.. -F2/-I- 1)-
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con l intero : per tali valori avremo dalla (9)

y(xì, X) — ed-+ <^1 sen

e, supposto — 7z^ 0, questi due valori ove non siano nulli sono 
di segno contrario; ciò porta per la continuità di y(x, X) che quando x 
varia tra xt e x2. y(x,l) si annulla [oltre che in 0 e in 1] almeno 
una volta in (xx, #2) e perciò almeno una volta in (£,, e questa 
circostanza come abbiamo notato si verifica per ogni X Xo.

Sia invece — y3 < 0 e osserviamo che la (10) porta anche 
che, facendo variare x tra e q, vi sono almeno <1 ue valori di x 
che indichiamo con x3 e x4 tali che

7Ä = Vs — 'à- ^x4 = 7z — (2m 1 )-

con -ni intero; per tali valori avremo dalla (9)

7/(^3, X) = [1 seii

y[x4, X) = fi -h e<' 1 ?**•'•* sen

3 Caso : p2  0, p3 >0.
L'equazione . ' .

(11) y“> -+- 21 4- Xp,y = 0

ha l’equazione caratteristica

(12) P’-*-P.P2h-^3=O-
i ■ ■ ■ ' !

e il suo discriminante D(X) ha l’ espressione

7)(À) = — 27Jp,ìÀ3 * * * * 8 * * * * * * * * — ép/iv

e siccome lim D(X) = — oo, ne viene che per À sufficientemente
« it: ex

grande in valore assoluto la (12) ha tre radici della forma

-f i(À) + Ì7.(>). Yi(>') — n#), y,(X) [vt(X) > 0|

con vjX). vg(X). 7z(X) funzioni continue del parametro X. e poiché
queste tre radici tendono all’infinito per X —* si .trova in

e poiché 1 — c,Ts 0 ne risulta che y(x3. X), y(x4. X) ov<* non
siano nulli sono di segno contrario, quindi y(x, X) si annulla 
in (;1? ;«) per tutti i valori di X _> Xo.
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Se teniamo poi conto che tra y2J y3 hanno luogo le relazioni

(ï!*-t-Tî!)ï3 = — 2ri = —Pr—T, 
abbiamo

lim 7z ~ +- lim y! =— oo, lim Yt = 4- oo
X   —OC ' *" 00 ). —-*• —00

lim fa = — là Yi = -+- 00, lim Yf.= 4-00
). ——00 X—*4-00 )..—►1-00

quindi
(13) lim (y, — Ya) = — oc, lim (y! — y,) —oc.

X —►—oc X —-►-t-óo

Possiamo subi to^pro vare che gli autovalori della (11) hanno 
per punti limiti -4- oc e — oc.

Si prescriva infatti che un integrale y(x. X) della (11) oltre che 
annullarsi nei punti 0, 1 si annulli nel punto a. 0 c a ■*< 1 : occorre 
per la (9) che X soddisfi T equazione

A(>ì_ COS Y.(>0 - eTs(’Hï,W seiiYi(X).
’“ ! eoe à - ^)a ~ '

ora per ogni Z intero positivo maggiore di un conveniente nu
mero Zo esiste almeno un valore positivo [negativo] di X, che indi
cheremo con Xz, tale che

YÀ)a = (2Z 4- Y- [Ï2(X,)a = - (2Z 4- 1)tz] 
e si ha

A(X,)=4e(r’~T,)a t 1] sen = ■’"+ l]Sen^^|

Z ~ /0 -H 1. Zo -F 2/..Ï.

Se osserviamo che il fattore sen tlztAiï muta infinite volte di 
a

segno quando Z diverge a 4- oc per valori interi (8), concludiamo 
V equazione A(X) — 0 ha infinite radici positive e infinite radici 
negative.

Tenuto poi conto delle (13) e ripetendo i ragionamenti del n° 2,. 
abbiamo che, fissato comunque un intervallo (^,<2) i11 (O, 1), ai pub 
trovare un nùmero positivo X() tale che per | X | >> Xo qualsiasi inte
grale ' y(x, X) della (11) che si annulla in 0 e in 1 ha almeno uno 
zero in (Çj, ;2).

(s) Cfr. G. Sansone, loe. cit. ( '), p. 688.


