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PICCOLE NOTE , 301

Sull9integrazione dell’equazione differenziale 
Py2 + Qy3 = O.

Nota di Armando Chiellini (a Cagliari).

Sunto. - L} Autore determina in questo lavorò un caso abbastanza generalo 
di integrazione dell9 equazione differenziale y'4-Py2 4-Qy3 = 0 e mo
stra come in esso siano contenuti alcuni casi elementari precedentemente 
considerati da altri e dalV Autore stesso,

1. In un Vecchio numero di una rivista matematica spagnòla 
si proponeva di integrare l’equazione differenziale

(1) y' + Py*+Qy3^ o

con P, Q funzioni date di cv, finite, continue e derivabili, soddi
sfacenti alla condizione

' P'Q-PQ'=Q’,

dove gli apici sono indice di derivazione.
Non credo privo di interesse mostrare come questo caso ed 

altri, che anch’io ero riuscito a trovare vòlta per volta, rientrine 
come casi particolari in quello abbastanza generale che mi prò* 
pongo appunto di esporre.

' -e., ■ .

(*) « Revista de la Sociedad Matematica Espanola », anno IV, n. 37 (1915).
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Eseguiamo a questo scopo nella (1) la sostituzione

(2) y = xs 4~ x,

con x opportuna funzione della ed avremo

(3) xs' 4- Qx3#3 -4- (3Ça3 4- Px*)#2 -4- (3Qx3 4- 2Px2 4- x')s -4-
4- (Qx3 4- Px* -4- x') ~ 0.

ed osserviamo che se in questa i varii coefficienti delle potenze 
di z differissero tra loro per fattori costanti, la (3) si ridurrebbe 
immediatamente a variabili separate. Infatti se esistessero tre nu
meri w. p. q per cui fosse

I
3Hx3 4- Po? — mQz3
3 Qx3 -4- 21 a? 4- x' = wQx3
Hx3 -4- Px2 -+- x' = pQy3

la (3) si ridurrebbe senz'altro alP altra

b» dz
ZZ -4- MS* -4-- MS -4- p 4- tzx-à — 0

che appunto è un'equazione a variabili separate. *
Prendiamo allora in esame le equazioni di condizione (4); ri

sulta facilmente che tra m, n, p deve passare un legame; infatti 
sottraendo membro a membro le ultime due otteniamo

2Qx3 -4- Px*--(n — p)Qx3

che confrontata con la prima ci da la condizione n—p + l = m, 
cioè

p ~n 4- 1 — m.

Supposta allora verificàtjr ciò, le (4) si riducono alle seguenti

( 3Hx -4- P = mQy.
. ( 3Qx84-2£a‘-f-a'=«Qa’;

ricavando x dalla prima si ha 
_ P 

a—(w —3)0’

da cui, derivando e sostituendo nella seconda delle (6), otteniamo

P'Q — PQ'
n— 2tn -+- 3 

(m — 3)’ r

dove m, to sono costanti arbitrarie.
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('(includendo possiamo quindi enunciare il risultato:
17 equazione differenziale

y 4- Py* -t- Q y3 — 0,

nel caso che tra P e Q interceda la relazione

(Il P'Q - PO' = n 2W^ 3 P\
• * " (m — 3)2

s? integra con la sostituzione
4-1)

*’ 1 ?/^(m — 3)(?‘

riducendosi all' equazione differenziale a variabili separate

dz P2dxI i1 —. —.. .—-------------------— _f---------------
z3 4- inz2 4- --2 4- n — ni 4 1 (m — 3)2Q

dove ni, n sono costanti.
Osservando poi l’ identità

z3 4- mz* 4- nz 4- n — m 4- 1 = (z 4- 1)(#2 4- [m — l]z n ~ m-h 1), 

possiamo anche scrivere la (7) sotto la forma più semplice

• . dz (2 — m — z)dz _ 2m — 3 — n Pidx
Z 1 4- z zl 4- (m — l)z 4- n — ni 4-1 "“ (ni — 3)* Q

nella quale la quadratura del primo membro è immediata.

2. Risultati del tutto analoghi si ottengono con la sostituzione 

y =z xz — a,

come risulta dal seguente enunciato:
L'equazione differenziale

^'4-P^-+-Q^0,

nel caso che tra P e Q interceda la relazione

da

si può integrare con la sostituzione

-Pd-d
<n,) y — (m+ 3)Q’

(2) Sostanzialmente identica alla (I).
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riducendosi all'equazione differenziale a variabili separate 

â .. .............. ............à ______________ ,

ì à3 4- ms’ 4- nz — ni — n — 1 [ ni 4 3)1lQ

con m. ii costanti
Osservando poi F identità

s3 4- nis* * -rs — nr — 1? — 1 — {z — l)(s2 4- I[in 4- 1 \z 4- ni 4- ri 4- 1), 

possiamo anche scrivere la (8) sotto la forma più semplice

dz (2 4- ni 4- z)dz  {'Ini t 3 •+■ n} P'd.v
z— 1 z2 4- (ni 4- .1)« 4- ni 4- n -+-1 jm ♦ ■'B)* Q

Osservazione. — In altre parole, da ciò che precede possiamo 
dire che F equazione differenziale (1) si sa integrare senz’altro se 
I' espressione

PQ — PQ'

differisce da P3 per un fattore costante, che possiamo indicare 
con K. Allora poi, se mettiamo K sotto una delle due forme

n 4- 3 — 2ni n 4- 3 4- 2ni
( ' (ni — 3)^ ' (ni 4- 3)* ’

la sostituzione necessaria per F integrazione è rappresentata dalla 
(II) o dalla (IIJ.

Osserviamo inoltre che le (III), si possono ottenere in infiniti 
modi : possiamo per esempio scrivere, a seconda dei casi

( n — K(nt — 3)' 4- 2ni — 3
J n = K(m 4- 3)s - 2ni3

• k
e scelto ni (purché diverso da 3 o — 3), determinare n in conse- 
guenza. -

Notiamo infine che risolvendo la (I) o (IJ rispetto a H, oppure 
rispetto a P, otteniamo rispettivamente 

Q = — pj K j Pdx 4 r ost , p -- yj/cost. — 2kJ ~ .

3. Facciamo ancora le seguenti considerazióni di; carattere ge- 
n eràle> Dato l’equazione differenziale (1), resta pienamente deter* 
minata là costante A (quando ’naturalmente questa esiste), ed allora 
ci possiamo proporre di vedere come vadano fissate le quantità m, n, 
tanto nel primo che nel secondo caso, affinché risulti per essi lo
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stesso «. Indicando con m, n e [*, v le costanti per i due casi, 
avremo le formuler 

P - P
* — (m — 3)H “ ((* -^3 )Q
n — K(m — 3)‘ 4-2m — 3 v — 4- 3)- — 2^ — 3

e quindi senz’altro

= m — 6, v =-K(m —• 3)’ — 2m 4- 9 = w — à -+- 9.

Oppure possiamo proporci di ricercare quali valori si debbano 
dare a jx, affinchè risulti v = n ; oltre il caso evidente di |x ;== — 
(con cui risulta a = — a) si ottiene

2 . mn 4- 3m — 6n
- a = 4- rn — 6 -------------X---- ------‘ K H4- 3 — 2m

per cui
-_(w4-3 —2m)P 
a“'(m-3X«-3)Q-

4 Esaminiamo ora alcuni casi particolari notevoli:
a) La risoluzione proposta nella citata rivista spagnola, cor? 

risponde al caso di K= 1; introducendo questo valore nelle (IIIJ 
e facendo m rispettivamente uguale ad 1 e a — 2, otteniamo 2 
e quindi :

L’equazione differenziale

y' 4- Py* 4- Qy* == 0

se tra P e Q esiste la relazione

P'Q — PQ'=P’

si può integrare con l’una o l’altra delle sostituzioni

riducendosi rispettivamente all’uno o all’altra delle due equazioni 
differenziali

à (1 — g)ds P»<fe 
S 4- 1 + I 4- s' 2Q

da adz
S 4- 1 S' — S + H
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i oni integrali generali sono

ìog ■+■ -«l’ctg2 = — \—Q~ cost

V 3 2s — 1
Ï ai-ctg

EP’cLc
1 1 4- COSt.

2
b) Facciamo il caso di /<=“ e di. ii/==0; le (IH,) ci danno 

n = —1 e quindi E equazione differenziali* :

~~~ // -4- -4- — O,

se tra P e Q esiste la relazione
. ’ 2P3

P'Q - PQ’ = .

si può integrai* con E una o l'altra delle due sostituzioni

P(3-4-1) P(z- 1)
!f~~ , !f~3Q

riducendosi al E una o al E altra delle due equazioni differenziali

(«ì

/ d2 (2 — s)à 2 Pidx
j 3 -+- 1 4 s(L^ — 1) 9 H

) (is (2 -4- chà__  2 P*dx
( “ s(s-t-l) 9 H

il cui integrale generale comune è

10g “ 3*
2 f P’<feÖ n * eost < >•

Osserviamo inoltre che le (9) si possono ridurre anche alla se-

\ ' - ■ ' . . . ‘

(3) Ciò è naturale in quanto, cambiando e in — s, le (9) si cambiano 
l'una nell’altra e l’integrale contiene sólo #2. In generale si passa dalla (7), 
relativa alla sostituzione (II), alla (8), relativa alla slostituzioné (IIJ, con H 
cambiaménto di funzione -

pei? m — 0, si ha appunto s = — Ç.
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P'Q — PQ'
Q*

nella (1):

cioè
y' -i-hQy2 -+- Qy* = O

c) Il caso di K = 0 non ha importanza in quanto, con questa 
ipotesi, già F equazione (1) di partenza è a variabili separate ; infatti, 
poiché si ha

—x “*■' Qdx — 0.

2P3(4) La condizione PQ — PQ' = —- l’avevo anche trovata cercando di 

integrare la (1) mediante la sostituzione y =z z-P a e riconducendo poi 
F equazione trasformata ad una di Bernouilli. E anzi stato questo il fatto 
che mi fece sospettare la possibilità di risolvere la (1), tutte le volte che 
l’espressione PQ — PQr differisce da P3 per un fattore costante.

guente equazione di Bernouilli :

, P^
S *■ 9 Q “ 9 Q

d /PX
risulta ^-1^1 = 0, cioè P=?hQ (con h costante) ed introducetìdo


