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PICCOLE NOTE

Sulla 'Chiusura dei polinomi di Legendre.

Nota di G. Sansone (a Firenze).

Sunto. - L’A. con la diretta applicazione di un teorema di Vitali di
mostra la chiusura dei polinomi di Legendre.

(*=1, 2,...)(1)

<x> [ /• 12
x— a = Sr I [x}dx .

' si deduce generalmente dalla nota proprietà che la successione \ xn j 
è chiusa in ogni intervallo finito f1); noi vogliamo qui provare diret
tamente, con Fuso di un teorema del compianto prof. G. Vitali, la

h I2r -4-1 /
chiusura della successione 11/ -—~— P, (æ)j nell’ intervallo (— 1, 1) ^). Ir 2 . 1 /

' d
F) Cfr. ad 68. C. Beverini, Sulle equazioni integrali | u(x)xndx — 0, 

a
n — 0, 1, 2,.... [« Rend. R. Acc. Naz. Lincei », (5), XXX, 19A, pp. 17-19),

La dimostrazione è semplicissima e con procedimento anàlogo il prof. L. . 
m -, , , , . 1 cos nx senno?Tonelli dimostra la chiusura del sistema di funzioni - - _■ ,

V2rr Vk Vk ' 
n = 0,1, 2,... in (0, [Cfr. « Boll. Un. Mat. It. », VI, 1927, p. 123].

(2) G. Vitali, Sulla condizione di chiusura, di un sistema di funzioni 
ortogonali. [« Rend. R. Acc. Naz. Lincei », (5), XXX, 1921, p. 498]. La suc
cessione I <pn(oc) I definita in (a, b) e ivi normalizzata è chiusa, se per ogni x 
di (a, Ô) si ha

La chiusura dei polinomi di Legendre,
' „ n,/ 1 dr(x2 — 1)’

p — 1, Pl — X, pr(x) — 5^-7  n  0 ’ 1 ’ ' \ 2 r! dxr
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Per questo dimostreremo che per ogni x di (—1, 1) si ha :

od anche [Po = 4]
OO rp 12

(2) 1 — a*==2,.(2r4-l)- \P,dx\ .
1 L,2i J

Per le note proprietà dei polinomi di Legendre (’) 

(2r -+- 1)P,. = P',_i, -P,(l) = l, P,(- =
si ha

X ' X
rp is I 1 l* d(2r 1) Jp.<te = =

■ -1 —1 '
X , x

= -p-a[P'-.- -P',-iFx=2j’[P, ^-P,-,\P,.dx

—1 —1

e perciò per la somma S„(x) dei primi n termini della serie del 
secondo membro della (2) otteniamo

fn p
(3) Sn(4= 2 p, [P,.+1 — P,_,]P,à = 2 I [Pn4-i(æ)^(æ) — »]*»•

J i J
-1 ’ —i

I termini della successione | Pn+ì(x)Pn^(x)— x \ in (—1, 1) sono 
in valore assoluto non superiori a 2, per ogni x tale che — 1 < x < 1 
si ha lim [Pn+ì(x)Pn(x) — x] = — x e passando al limite sotto il segno

integrale, dalla (3) segue

lim Sì({x) =
X

21 xdx — 1 — X' 

—1
c. V. d.

Come applicazione del suo criterio F A. trova che la successione 
1 cos nx sen nx ~ ~ > . . . ; .—  —-------- n = v, 1, 2,... e chiusa m .(—z, ki.

V2k -VS ’ VÜ • ■<.
Cfr. anche A. Tonolo, « Boll. Un. Mat. It. », VI, 1927, p. 121.
(9 Cfr. ad es. U. Dini, Lezioni sulla teoria delle funzioni sferiche, ecc., 

[lez. lit., 1912, Pisa, p. 28] ; oppure E. T. Whittaker, G. K. Watson, A 
Course of Modem Analysis, [3a ed., 1920, p. 309].


