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Una condizione sufficiente per resistenza dell9estremo assoluto 
nel Calcolo delle Variazioni (£). 

Nota di Basilio Mania (a Pisa).

Santo. - Si dà una condizione, sufficiente per V esistenza dell’estremo asso­
luto degli integrali quasi-regolari.

1. La funzione F(x1,..., xk ; a?/,..., xk'}, che, per brevità, si indica 
con F(x\x)r sia finita e continua, insieme con le sue derivate 
parziali dei primi due ordini rispetto alle x^ in un insieme di 
punti (x; x) con x appartenente a un campo A del 1’8*, cioè a un 
insieme di punti dell' 8^ contenente tutti i suoi punti di accumu­
lazione a distanza finita, e x' qualunque, purché diverso dall'ori­
gine. Inoltre, la funzione F sia positivamente omogenea di grado 1 
rispetto alle x/.

S.e è sempre

S(oj, x' ; x) = F(x, x') — J Fx.'(x, x')& > 0,

si dice che l’integrale
Ic=^F(x; x')ds, /

. c

O Lavoro eseguito nel Seminario’Matematico della R. Scuola Normale 
Superiore di Pisa. 



PICCOLE NOTE 215

dove C è una curva continua e rettificabile del campo A (curva 
ordinaria), è un integrale quasi-regolare positivo.

~ Ricordiamo poi le due proposizioni seguenti :
« Se le è un integrale quasi-regolare positivo, preso ad ar­

bitrio un numero positivo Z, le è una funzione semicontinua infe­
riormente nella classe delle curve C ordinarie, di lunghezza non 
superiore ad L » (]).

« Sia 7 un angolo minore di n .* 2, su/,..., xk\ sieno i coseni di­
rettori di una direzione fissa qualunque, che, per brevità, si indica 
con (x‘) ; C sia una curva continua e rettificabile di lunghezza £ i 
cui estremi abbiano una distanza non maggiore di A. Detta £' la 
misura dello pseudoarco dei punti di C nei quali la direzione della 
tangente forma con la direzione (x') un angolo (fra 0 e z) mag­
giore di 7. è
(1) , £ < (2£' A) : cos 7 » (2).

2. Ora possiamo dimostrare il seguente
Teorema. — « Sia le un integrale quasi-regolare positivo ; 

esistano una direzione (af) e due angoli 7,, 72, con la condizione

0 ^ T, < t2 < it : 2,
tali che ogni direzione (x'), per la quale è F(x, x') 0 in qualche
punto del campo A, formi con (xr) un angolo non maggiore di 7^, 
e. detto — m il minimo dei valori non positivi di F, ed M il mi­
nimo dei valori di F(x ; a/), per x punto qualunque del Oampo A 
e (af) direzione formante con la direzione (a/) un angolo non mi­
nore di 7x, sia
(2) * IM cos 7z -- ^1 — I cos 7,^ m > 0.

Allora, in ogni classe completa K di curve ordinarie 0, tutte 
appartenenti a una parte limitata A' del campo A, esiste il mi­
nimo (assoluto) di le ».

Dimostrazione. — Se A è il massimo diametro di A' e C è 
una curva qualunque di K di lunghezza £, la misura dello pseudo­
arco dei punti di C nei quali la direzione della tangente forma con 
la direzione (x') un angolo non maggiore di*Yn è, per la (1)

=^2(1—I cosy*) »-|ù,

e la misura dello pseudoarco dei punti di C, nei quali la dire-

(*) Vedi D. Tonelli, Calcolo delle Variazióni, vol. I, pag. 292.
(2) Cfr. L. Tonelli, loc. cit„ vol. II, pag. 17.
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zione della tangente forma con la direzione (xr) un angolo mag­
giore di y,, è

1 1 .
2 2 cos Ï2 “ 2

Ne viene subito

le ;> £ I g M oos 7z — ^1 — 2 ob« Yi j w j — g A(m 4- Jf ).

e quindi, dalla (2), 
lim Ic= -+- oc.

£—03

Allora, applicando la prima delle due prbposizioni ricordate 
sopra, si vede che esiste il minimo (assoluto) di le in K.

Il teorema ora dimostrato è una lieve generalizzazione di un 
altro dovuto al prof. Tonelli (’).

Esempio. — Le condizioni del teorema precedente sono soddi­
sfatte se il campo Ä è il cerchio x* 4- — 1, ed è

F(xr y, x\ y') = (æ2 4- y14-1) (19 V#'2 4- y'* — 20^).
19Per vedere questo, basta poÆe (x') === (1, 0), = arc cos

Yj ~ z ; 3, da cui si ha m = 2 ed M ~ 9.

(*) Vedi L. Tonelli, loc. cit., vol. II, pag. 27.


