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224 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sull’ordine delle sezioni degl’integrali determinanti 
generalizzati.

Nota di Carlos Biggeri (Buenos Aires).

Chiameremo integrale determinante generalizzato, più breve
mente integrale D, 1’ espressione :

(1) '
o

dove : a(r) è una funzione complessa (o reale) della variabile reale r, 
integrabile in ogni intervallo finito ; X(r) è una funzione reale, cre
scente con limite 4- oo per r—*4-po/e z^x-\-iy è upa variabile 
complessa.

Se X(r)=.r, l’integrale (1) è un integrale determinante ordi
nario. Nel suo semipiano di convergenza (supponendo che esista) 
l’integrale (1) definisce una funzione regolare f(^).
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La funzione a(r) è la generatrice della funzione /(s).
Chiameremo sezione fra 0 e r, brevemente segone dell’inte

grale (1) (anche se l’ascissa di convergenza di (1) sia +oo) l’in
tegrale :

r
</(r, s) =Ja(p)-e—Z(p)‘s-dp.

0

Ci proponiamo, nella presente Nota, di dimostrare una pro
prietà relativa all’ordine di crescenza della funzióne g(r, z) (in par
ticolare della funzione f(z), quando questa esista) per | y |. — oo.

Teorema. — Supponiamo che esista un numero fisso z0 = x0-+- iya 
(il quale può essere reale) tale che si verifichino per ogni r dell1 in* 
tervallo 0 < r < ©o, le disuguaglianze

I a(r)*e

\A(r)\<k, '
dove si ha:

o

r

essendo k1 e k2 costanti.
Supponiamo ancóra che X(r) sia derivàbile e À(0)>0.
Con queste ipotesi, si ha che :

g(r,s) = 0(y)

uniformemente nel semipiano R(z) = x > x0 s (qualunque sia 5 > 0) 
e per ogni valor & di r; vale a dire: dati arbitrariamente due nu
meri positivi ecS, esiste un y0 = y0(3, s)>0, tale che per ogni z la 
cui parte reale è maggiore di x0 + s, e per ogni r dell’intervallo 
(0, •+■ oo), si ha :

y.

sempre che si abbia | y | > y0.
Dimostrazione. — Sia R un valore compreso fra 0 od r. Ab.» 

diamo dunque che:

r s
(2) g(r, s) =Ja(p). e-X(p) ' *<> - e-Z(p) '. d?=1,4-1, 1, + 1«

9

<5,
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essendo :

(3)

(4)

(5)

(6)

I, -

Ix =J a(p) e~Z(p* ' (s ~*o). do
0

Z2=^(r).e-X(r)-,s-s»)

Z4s — p(p).de~'(p)-(s~s»).

Essendo X(r) > X(0) > 0, nel semipiano B(æ) = x æ 
si deduce : 0 £? da pfy

?■ ti
(7) ì JJ <||«(P)-e_.e—X(p>'<a?~

secondo (4) :

(8) ! J, I = I A{r) | }
secondo (5) :
(9) [ J31 = 1.4(R| I. e-MRI-(æ-æo) ! 4(Ä) I fc . 

tenendo conto che :

Ide-x(p).(---,,)I = _ |g-8o| . Mp).(æ. 
3? — Mg

dalla (6) si deduce :
r

Ri <-JlA(?)I - -de~^x~xo)

oppure :

(10) 
' * X --  XQ

Dalla (10) si deduce :

R

X(R)*(oc—x )

”S’ æ~ æo

(11) (y—ytf _

Secondo (2), (7), (8), (9) e (11), abbiamo

(12) .A . 9fr £ , i/ï
■ I N R 1 Iÿ| ^kt'\y\+k^y

X WRe À(^)-s
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(13)

Facendo :

1
114)

27^7 4~ fc2- 

!r/!

e—Ä(p).(®—x0)^

,-e—

la (12) risulta:

I g{r,_z} 
y

: r^. k.-R + A -kt-(R— — 21).
Itfl ‘ !N! *\»|- |y|/

gir, g) 
?/

Se adesso supponiamo R r, abbiamo :
L

< r * e«(=!• '■ I.«0 1

R

e la (13) ne diviene:

(15).
y

2 y\

vïïïî l»l/
Sia adesso o un numero positivo preso arbitrariamente. Sic

come : lim X(r)= 4- oc per r-*4-oo,i Secondi membri della (14) e (15) 
sono minori di 8 partendo da un certo valore 2/0 = ì/0(8, s); poniamo: 

tto = -t- \ |?/oi-

Secondo la (14) se r Ro e secondo la (15) se r<zRQf si ha per 
ogni s la cui parte reale sia maggióre di 4- e e por ogni r del
l’intervallo 0<r

(16) <

Se la funzione f(^) esistè, (cioè, se l’ascissa di convergenza 
eventuale k di (1) è finita o uguale a — oo, supponendo che xQ > k, 
nel qual caso la limitazione di A(r) è una conseguenza), passando 
al limite per r —* 4- oc in entrambi i membri della (16), si ha che : 

(17) «W <3 
y

vale a dire f(z) — 0(ÿ) uniformemente nel semipiano L(s) = x > x0 4- s.
Chiamiamo p(x) l’ordine della funzione sulla retta, paral

lela all’ asse «/, di ascissa x9 cioè :
—— log \f(x. -+- iy) I

»«SISI '
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Dalla (17) si deduce che :
log I f(x iy) I 1 | Ioga

donde
(18)
per ogni #>#0.

Chiamiamo v(#0)
Ms) = x > xQ, cioè :

y.— oo I . . .
dove E(y) è l’estremo superiore della funzione f(æ) in detto semi
piano. Siccome la disuguaglianza (17) si verifica uniformemente 
nel semipiano x~> xQ -+- s, si ha che :

v(aj0 -4- e) <: 1
per ogni s > 0, e pertanto si ha :

v(.r„) 1.

Tenendo conto della disuguaglianza (18) e poiché la funzione f(e) 
è regolare nel semipiano x xQ^>k, in virtù d’un classico teorema 
di Lindelöf si deduce che ^(x) è una funzione convessa di x nel
l’intervallo x0 < x < 4- oo.

Abbiamo supposto la derivabilità della funzione À(r) al fine di 
semplificare la dimostrazione ; in caso contrario può farsi uso di 
integrali di Stieltjes.

Se X(0) fosse negativo, esisterebbe necessariamente un valore 
finito p tale che X(p) sia positivo o nullo. Il teorema in questo 
caso è pure vero se l’integrale :

p

I a(r) I • dr 
o

ha Un valore finito.

1og!î/j “ log I »J

u.(M) <1

l’ordine della funzione* f(z) nel semipiano

. . — log Mr/)v(Mg) —lim


