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PICCOLE NOTE 45

Un nuovo invariante proiettivo di contatto 
di due superficie.

Nota di Maria Mascalchi (a Torino).

Santo. - Si cercano certi invarianti proiettivi di due superficie qualsiansi, 
aventi in un punto, semplice per entrambe, lo stesso piano tangente.

Nella presente Nota mi sono occupata, sotto languida del 
prof. B. Segre, della ricerca di certi invarianti proiettivi di due 
superficie qualsiansi, aventi in un punto — semplice per entrambe 
— lo stesso piano tangente. Il caso analogo, per due curve piane, 
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trovasi in una nota di Corrado Segre (*) ed anche in una di 
Beniamino Segre (*).

Uno degli invarianti a cui qui giungeremo, è già stato asse
gnato dal Mehmke (3), senza giustificazione.

1» Se due superficie Fl e F2 hanno in un punto semplice co
mune 0 lo stesso piano tangente, scegliendo 0 come origine di un 
sistema di assi cartesiani ortogonali e come piano s — 0 il relativo 
piano tangente, esse vengon rappresentate, nell’intorno di 0, da 
equazioni del tipo :

s — -+- 2b\xy 4- Cjt/2 4- <pj(x, y)
g =±= a2x2 4- 2btxy 4- c^y2 4- ^(x, y\

cpj e Vz essendo funzioni di x e y contenenti solo termini di grado 
superiore al secondo. Le equazioni

(1) aYx2 4- 2b^xy 4- cxy2 = 0
(2) a%x2 4- 2b2xy 4- c^y2 — 0

rappresentano, nel piano z ~ 0, le coppie di tangenti tripunte in 0 
alle curve intersezioni di questo piano con FY e Fz, ossia le coppie 
di tangenti asintotiche in 0 alle due superficie. La equazione

(3) («1 — 4- 2(bl — b^xy 4- (c, — cjy2 = 0

rappresenta, nel piano s — 0,^la coppia di tangenti tripunte nel 
punto doppio 0 alla curva intersezione di Fx e Ft.

Le coppie di rette (1), (2), (3) appartengono evidentemente ad una 
involuzione ; e, se si effettua una trasformazione proiettiva, si mu
teranno in tre coppie di rette ancora in involuzione. Sarà inva
riante il birapporto delle coppie (1), (2) e quello delle coppie (2), (3). 
Il birapporto delle coppie (1), (3) sarà pure; invariante, ma risul
terà funzione dei precedenti, non essendo le equazioni (1), (2), (3) 
linearmente indipendenti. E così ogni loro altro invariante sarà 
funzione dei precedenti. Quindi :

Esistono due soli invarianti proiettivi indipendenti di contatto 
di due superficie, relativi ai loro intorni del 2° ordine.

2. Per trovare una interpretazione geometrica semplice per i 
due invarianti, procediamo al calcolo nel modo seguente.

f1) « Atti Lincei », serie V, ‘t. 9 (1897)2, pag. 168.
(*) « Atti Lincei», serie VI, t. 9 (1929), pag. 970; in questo lavoro tro* 

vansi altre citazioni sull’argomento.
(3) « Zeitschr. für Math. u. Phys. », t. 36 (1891), pagg. 56-60 e 206-213.
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Le equazioni (1) e (2) ammettono, com’ è noto dalla teoria delle 
forme binarie, un unico invariante assoluto : il risultante delle due 
equazioni diviso per il prodotto dei due discriminanti. Il risultante è

— («gCj 4- axc% — 26162)2 — 4(612 — «iCi)(^22 — a2cg)-

Dalle precedenti equazioni si ricava immediatamente, indicando 
con D1 e D2 i discriminanti delle equazioni (1) e (2), con Tì e T2 
le curvature totali in 0 di Fì e P2, e con e _lf2 le analoghe 
curvature medie,

= 4(6,2 — cqcj, T, — 4(5^6^ — &i2)? — «i h- cì
D% 4(62~ ci2c2), L2 — 4(a2c2 622(, 21f2 u2 4— c2 5

denotiamo inoltre con
I? ~ 2(aJc1 4- ttiC2 — 26^2)

V armonizzante delle (1), (2). Allora l’invariante cercato è

onde sarà pure invariante :
B2 ___ B2

Per trovare F altro invariante, basterà in quanto precede cam
biare an 61? c, in «j — a2, Éq— ö2, q— c2. Con ciò l’espressione B 
diviene

2[Cj(aj — at) -+- a2(e, — ct) — 2b,(k>, — &2)] = R — T2,
e l’espressione Dj diviene

4[(6i _ b2)2 - (a, - a2)(c1 - c2)] = 2Ä - (T, + T2).
Sono pertanto invarianti

B2
Ti Tt e 

e quindi anche

(R-JTJ2__________
(2\-+- Tt — 2R)Tt — (R — Tj)2 T1Ti—R2~ J\T* '

R2 1

T T T T
Dunque, essendo invariante lo saranno altresì e ~ e 

si ha intanto che :

a, 2&1 C1 0
0 «1 26x Ci

! «2 26s 0

0 a2 2bt 62

(1 M— T,)’ 1

(T, -+- T, - 2R)rl\
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Il rapporto delle curvature totali di due superficie in un loro 
punto semplice di contatto è invariante per trasformazioni proiet
tive f1).

Consideriamo ora gli angoli e delle due tangenti (3) con 
F asse nel' angolo co delle due stesse tangenti ; è :

tg*w=tg.(x _8,)=_g gu ’’ (1 + tgMgV2

— 4 lb- — V -J«L— «J(Ci — c8) _ 2R — ( Tl I- Tt) 
I(Ci — cj — («i — «s)]2 ~ '

donde
(Jf, — Jft)*tg»w _ __ R

T, Ts T, -+- 7t 1

R R . . R
ina Tjrr e -y- sono invarianti, quindi lo è anche ™e perciò

21 12 J-1 ■+• 2

(^-Jf^tgDo---ÿ-y ----- . Si conclude che:

Il prodotto del quadrato della differenza delle curvature medie 
di due superfìcie tangenti in un punto, per il quadrato della tan
gente trigonometrica dell'angolo delle tangenti alla loro curva d'in
tersezione nel punto di contatto, diviso per la somma delle curva
ture totali delle due superfìcie in quel punto, è invariante per 
trasformazioni proiettive.

3. Deduciamo dall' invarianza di I = ------«--------------- alcune
1j -F 13

proprietà.
t°) Sia JZj 2IZ, ; allora F invariante Z assume forma indeter

minata. perchè in pari tempo risulta tg co — oo. Ed invero, essendo 
in tal caso at = a2 -+- c2, al — c<2 —— (ci — le radici della (3)

-/
considei ata comi» equazione in sooekkiciente angolare delle due 

rettej sono reciproche ed opposte, onde le due rette rappresentate 
dalla (3) sono fra loro normali. Viceversa-, se le rette sono nor
mali. segue if, -JZ>. e pertanto :

Condizione necessaria e sufficiente affinchè due superfìcie tan
genti in un panto abbiano in quel panto eguali le curvature medie, 
è che siano tra loro normali le tangenti alla curva intersezione di 
esse nel punto considerato.

Il calcolo di I. in questo caso, si potrà fare determinandone il

(l) Vedi Mehmke, lavori citati. 
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valore dopo effettuata una generica trasformazione proiettiva, non 

essendo nè nè tg w invarianti.

Se una delle due superficie è un piano, dalla proposizione 
precedente si ha in particolare il fatto noto che l’ annullarsi della 
curvatura media di una superficie in un punto, equivale alla orto
gonalità delle relative tangenti asintotiche.

2°) Può dunque essere I = 0 solo se è tg <o — 0, ossia l’annul
larsi dell’invariante I esprime la condizione necessaria e sufficiente 
affinchè il contatto fra le due superficie sia stazionario.

3°) Parimenti risulta T = oo -se si annulla T1 T2 ed in tal 
caso soltanto: dunque l’invariante I diventa infinito, se e solo se 
le due superficie hanno nel loro punto di contatto curvature totali 
eguali in valore assoluto, ma di segni opposti (nel qual caso F in
variante proiettivo di Mehmke assume il valore — 1).

Se le coppie di rette (1), (2) hanno una retta comune o coinci
dono, il risultante delle due equazioni (1), (2), si annulla, quindi è

R2 = T, T2

e i due invarianti ottenuti nel caso generale si riducono al solo 
invariante di Mehmke.


