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Sulla derivazione di ordine superiore delle funzioni composte.

Nota 2a di Antonio Mambbiani (a Bologna).

Sunto. - Continuando quanto si espose nella Nota 1" (v. questo « Bollettino », 
vol XIII 11934), pp. 217-222), si danno tre espressioni di un simbolo del• 
F Amaldi. Si giunge così a stabilire, per le derivate di ordine superiore 
di una funzione composta con quante si vogliono variabili sia intermedie 
che indipendenti, le espressioni analoghe a quelle date da R. Hoppe e 
da U. H. Meyer per le derivate di ordine superiore delle piu semplici 
funzioni composte, cioè delle così dette funzioni di funzione. Si rimanda 
ad una Nota 3n il completamento dell’ argomento.

4. La formula (5) della Nota 1" (*), per la definizione stessa a 
moltiplicazione binomiale (*), si scrive più estesamente:

r 1 = 0 rm

aSi—rl,..., sm—rmbri,-,rm ast,..., sm

V. questo volume del « Bollettino ». pp. 217-222. Nella presente Nota 
si continua la numerazione progressiva degli articoli e delle formule de la 
Nota precedente. Colgo l’occasione per indicare tre « errata » del a JNota 1 . 
pag. 219, riga 11 dal basso, in luogo di « forma della » scrivere « della forma-, 
\ 219, » 4 ■» » » ài» - 'll Bd., I Teil ».

» 220, » 11 dall’alto, in luogo di
j... (— yn]Pn ’ scrivere j (— y i) -(—Un) “ 1 • 

Rimando, poi, ad una Nota 3a il completamento dell’ argomento.
(2) Xella Nota la le moltiplicazioni binomiali e isobariche sono s a e 

indicate con un punto piuttosto grande; non vi è però alcun mutamento 
nelle definizioni di tali moltiplicazioni: date due successioni -n-iipe, 
p j s dove gli indici sl;..., sm variano a partire dal

valore zero, si chiama loro prodotto isobarico la successione di termine 
generale

£ ••• S «« s

1'1=0 r,„=0 C »
Si chiama loro prodotto binomiale la successione di termine geneiale

Sm io \ fa \ , ê K .
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od anche

y ... y (- y/1 ~ r‘ - (- ... 1C»
-*1—0 rw=0 " ^»r r«) • .1. SLV^r ! ... !

la quale non è che la (5') scritta più estesamente (in base alla 
definizione di moltiplicazione isobarica).

Sostituendo, nella (3), una di queste espressioni del simbolo 
ÆT*1’-’ dell’Am aldi, si ottiene, per la derivazione di ordine

superiore di una funzione composta generale

<2) xm),..., yn(xt,..., xm)},
la formula :

0st +...+Smf
(®) —°— 2j —I-------— 2j -

yì (— j/i)*1"-*'1... (— yn)an~rn '
• (“« f»)* dX$l ... BX^1 ^*n •

la sommatoria relativa ad a vaT estesa a 
numeri interi, positivi o nulli, sq,..., ocn, 

tali che sia 04 -+- ... an sl -+-... 4- am,
La (8) dà ]a completa generalizzazione della nota formula per 

una funzione di funzione :

,TC=0 l-.

dove nel secondo membro 
tutti, i possibili sistemi di

(9)
ds *
^/W))=S

a=0
1 <j“fiy) 
a! cfo/a

Ecco, in ordine di tempo, diversi Autori che si sono occupati 
di (9) e di sue generalizzazioni:

Nel 1845 R. Hoppe (3) stabilì, e sembra per primo, la formula (9). 
Nel 1847 IT. H. Meyer (4), senza avere a conoscenza il lavoro prece-

(3) R. Hoppe, Theorie der independenten Darstellung der höheren Diffe
rentialquotienten, Leipzig, 1845. Ofr., in particolare, pag. 38, formula (5). 
Vedasi pure, dello stesso Autore : Ueber independente Darstellung der hö
heren Differentialquotienten, « Math. Annalen », Bd. 4 (1871), ^pp.85-87.

(4) IT. H. Meyer, Sur les dérivées d1 une fonction de fonction, « Archiv 
d. Mathern, und Physik » (Heräusgegeben von J. A. Grunert), Theil IX 
(1847), pp. 96-100. 0fr., in particolare, pag. 98, formula (9).
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diente di R. Hoppe, ristabilì la (9) mediante un elegante artificio 
e il’applicazione della serie di Taylor (il Meyer cita soltanto un 
lavoro precedente di 0. Schlömilch relativo alla derivazione suc
cessiva di particolari funzioni di funzione). Nel 1857 O. bcHLö- 
milch (5) indicò una dimostrazione elementare della (9) serven
dosi, per funzione ausiliaria, della potenza ad esponente intero 
della y(x). Nel 1864 P. Tardy (6) riprese la formula (9) di Hoppe 
(« formula molto notevole », come egli dice) e ne diede una gene
ralizzazione alla funzione composta f(yt(x), - àie generalizza
zione non coincide, però, col caso particolare che discende dalla 
nostra formula (8) sopra stabilita ; la formula di Tardy è alquanto 
più complicata e si presterebbe male ad essere ulteriormente ge
neralizzata. Nel 1875 F. Mossa (7) cercò di dare la generalizza
zione delle formule di Hoppe e Tardy al caso della funzione com
posta ..., yn(x)), ma il risultato ottenuto non è soddisfacente.
Nel 1879 O. Schlömilch (8) ritornò sulla formula (9), deducendola 
a mezzo della funzione esponenziale Nel 19'24 F. Sbrana (”) 
riprese questo ultimo metodo dello Schlömilch, e, senza conoscere 
quanto già avevano fatto il Tardy e il Mossa, generalizzò la (9) 
alla fiy^x}, y2(sc)) : il risultato dello Sbrana non coincide però con 
quello del Tardy, esso ci dà invece (salvo insignificanti modifiche) 
il caso particolare che segue dalla nostra formula (8) quando si 
ponga m=l, n = 2; lo Sbrana osserva, poi, die lo stesso proce
dimento si può applicare più in generale alla funzione composta

..., yn(x)). Nel 1924, pure, I. J. Schwatt (10) ritrovò ancora, 
come nuova, la (9) e ne diede diverse dimostrazioni. Nel 1929

(5) O. Schlömilch, Zur Theorie der höheren Differentialquotienten, « Be
richte über die Verhandlungen d. k. sächs Gesellschaft der Wiss. zu 
Leipzig », Bd. IX (1857), pp. 163-180. Lo stesso lavoro si trova integral
mente riportato sotto lo stesso titolo in « Zeitschrift für Mathem. und 
Physik », Jahrgang III (1858), pp. 65-80.

(6) P. Tardy, Sulle derivate di ordine superiore delle funziona composte, 
« Giornale di Matern, di Battagliai », vol. II (1864), pp. 73-77.

f) F. Mossa, Sulla derivazione successiva delle funzioni composte, « Gior
nale di Matern, di Battagliai », vol. XIII (1875), pp. 175-185. Cfr., in par
ticolare, la pag. 185.

(8) O. Schlömilch, Compendium der höheren Analysis, Bd. II (1870), 
II Xufl.) pag. 4 e seguenti.

(9) y. Sbrana, Sulle derivate di ordine superiore delle funzioni com
poste, « Bollettino Unione Matern. Italiana », vol. Ili (1924), pp. 65-67.

(10) I. J. Schwatt, An introduction to the operations with series, Phila
delphia, 1924. Cfr., in particolare, pag. 12, formula (83), e le pp. 13-17.
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O. Perron (h) diede una dimostrazione di (9) — che attribuisce 
allo Schwatt — mediante la serie di Taylor, riallacciandosi, senza 
saperlo, alla dimostrazione di II. H. Meyer del 1847 ; il Perron, 
però, completa il caso in cui le funzioni considerate non sono ana
litiche coll’applicare la formula di Taylor.

due

(10)

cn=yn

(11)

c0'
h.= 0 >

(12)

Ct—Vi '

cn—2/n

nf*mf
(13)

>) Iav ht — 0 •

hm= 0

(ll) O. Perron, Uéber eine Formel des Herrn Schwatt, « Mathem. Zeit
schrift », Bd. 31 (1929), pp. 158-159.

Nm.

5. Si vede facilmente che la (7) si può scrivere in una delle 
forme seguenti :

*«F=0
dove in (10) le cn..., cn sono costanti (rispetto aæ19...,æm) durante 
la derivazione e a derivazione eseguita vanno sostituite ordinata
mente con yn, e in (11) le h,,..., hm sono variabili durante 
la derivazione e a derivazione eseguita vanno sostituite tutte con 
lo zero.

Sostituendo in (3) le espressioni di H date da (10) e da (11) si 
ottengono, per la derivazione di ordine superiore della funzione 
composta generale (2), le due formule seguenti :

, xm *+" ^m) — 2/v(æl > ",
"T- ... -T- om 

dh^ ...

dhs1... dhs^

1 ÿ

... 035^> " «>!-«„! ÿy*l ... dy*n

4-S„,y 1 0*1-*-

035®‘ ... dX%> a *l ' ■" “« ' Stf“1

0S‘ - “*■ . ..
—s--------- ( (y I — C1)

c » 8 1 H*1’ ”’ =

-+-<* nf 

tynn

-fr- ... -t- .
—7---------— lÜ/i“^)*1 -(2/n—Cn) nl
dxSi... daty



288 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Queste formule sono, rispettivamente, le naturali generalizza* 
sioni delle due seguenti per le funzioni di funzioni :

ha\ & /./ / u X7 1 daf(y) F ds 1
(14)

(c — costante durante la derivazione),

(15) â = É 7! 1 y{X + ìl} ~ y[X} !i=o-

La (14), salvo una piccola semplificazione da me apportata, 
veline pure indicata da R. Loppe (1845 (,2)); la (15) venne invece 
stabilita da II. L. Meyer (1847 (13)) e ripresa poi dallo Schlömilcli 
(1857 (")).

(12) Uoc. cit. in (3).
C8) Loc. cit. in (4) ; cfr., in tale lavoro, la pag. 98, formula (71.
(") Loc. cit. in (b).


