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PICCOLE NOTE

- Sopra un sistema di relazioni ricorrenti al guale soddlsfano
le funzioni cilindriche.

Nota di VireiLio Giurorro (a Bergamo).

Santo. - Si dimostra che un nofo sistema di relazioni ricorrenti, al quale
soddisfano le funzioni cilindriche di prima specie, dafinisce il complesso
di dette funzioni e puo servire da punto di partenza per lo sviluppo
di tutta la teoria.

Le funzioni cilindriche o di BESSEL a indice n intero (positivo
‘0 negativo) &’ introducono in meccanica celeste come coefficienti
delle potenze di 2z nello sviluppo in serie convergente -della fun-
zione:

x 1y -
() Z=e %)

nella quale e indica la base dei logaritmi neperiani’e @ e 2 rap-
Presentano due numeri qualungue reali o immaginari.
—g—1

Sviluppat}a in serie le fumzioni egz, e ? si ottiene per Z lo
sviluppo seguente : :

. ol
@) Z :EMZZO wr)-nls) ©

Poiché I’ espressione :
1
) al- ) Z‘, J, (@)
N =G

. s 1 , . :
non-cambia scambiando z con — ot si deduce facilmgnpte la rela-

zione: '
e y= ( )T, ()
che permette di limitare lo studio alle J, ,(w) con n posmvo.
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Posto nella (2) .

si trova per il coefficiente di 2" in Z, vale a dire per la J,(x),
I’ espressione seguente :

n+2s
s (=1 (”\
(4) n(w = Z T ,n _'—_'g)' .

E poiche la serie a secondo membro & convergente per ogni
valore di x, come si pud verificare applicando il criterio di CAUCHY,
la (4) determina, in tutto il piano, la funzione cilindrica o di BESSEL,
di prima specie e d’indice n intero.

Mi propongo di dimostrare che il sistema delle segyenti note
relazioni ricorrenti:

{ dJ x n
H) \ d.’t( ) - a Jh(w) - J11+-1(x)
" | 42, @)
( n\’ x .
' (1.’1} 9 (Jn—-l(x) u+-l(x“

definisce tutto il complesso delle funzioni cilindriche di prima
specie e d’indice intero.

Poiché le funzioni di BESSBL, come & noto e come si pud veri-
ficare tenendo conto della (4), soddisfano alle (3). sarh dimostrato
il nostro asserto quando avremo provato che reciprocamente xe
una funzione u,(x) soddisfa al sistema:

du(x) n

\ - 7(1.;[3* — i un(x) - unv!—l(x)
(6) |
du,(x)y 1 ,
.’ 7~d];,/.wr - é ”’n—l(x)—uu—{—l‘\x}}}

exsa, salvo un fattore mumerico, & una funzione cilindrica.

Per questo proponiamoci di determinare la funzione V(x. 2) pit
generale che, sviluppata in serie secondo le potenze di z, dia, nei
coefficienti dello sviluppo, funzioni soddisfacendi al sistema (6).

Poniamo:

+00
(7) Vix, 2) = Z w, )"

n=—00
¢ supponiamo, per un momento, conkergenti in ugual grado la-
werie a secondo membro e le serie dele derivate parziali rispetto.

ad x ed a z.
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Si ottiene dalla (7):

\ Vi, 2) *Z‘” @)

o w0
‘) '
Vir,2) e
( oz ’—” ;w”uli(w) 2

¢ per le relazioni (6), alle quali per ipotesi soddisfano le fun-
zioni 1,(x), si deducono le uguaglianze :

WV, 2) X |n
T =X L; 0, () — u,m(w)J &
e Vi, z)
ox M_ZJOO [’M/“ l‘x = Uy w)] g

ossia le seguenti:

iVix,2) 2 <X 1 &
e T 2 M@= N (@

ox x
n=—oo N=—00
+o00 : —+oo
oV(x,2) = -
am =3 Z ,—()z" ™ — 2 W, (@),
"n=—=—00 ":—OO

¢ queste, per la (7) e la seconda delle (8), danno luogo al seguente
sistéma alle derivate parziali

Vs _eoViog L
ox x 02 P-4
° Vi, 2 7 ) 1

che ci proponiamo di integrare.

Eliminando anz, ?) , 81 ottiene il sistema equivalente:
0 x 2+ 1
az]g Vix, z) = 5 5
©) i

d z22—1
\ %lg V(x’ Z): ‘22

che, come si vede facilmente, & 1ntegrab11e essendo a@ddlsfattn la

relazione .
9 [xa 1 a(z’—_l —0
ae\2 22 |\ 9% TV
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Integrando la seconda equazione di detto sistema si ha:

2

. 22 —1
(10) g Vi, 2) = ,— o +2)

essendo 3(2) una funzione arbitraria di 2.
Sostituendo la (10} nella prima deile (9) si ricava:
¢'(2) == 0
o di conseguenza, indicando con K una costante qualungque. si
ottiene
22
r ~ -
lo Ve, gy=-—;_ -« -+ K

¢ quindi:

Vix. 2) = Cé?

dove € & una costante arbitraria.

[ condizioni precedentemente imposte alla Viwe, 2) ¢ alle sue
derivate parziali rispetto alle variabili sono soddistatte, ¢ poiche
A altra parte per C=1 la funzione V(r. 2) coincide con la Z defi-
nita dalla {1). resta provato che il sistema (4) definisce il com-
plesso delle funzioni cilindriche di prima specie d'indice intero ¢
i servirve come punto di partenza per fo sviluppo di tutta la teoria.



