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PICCOLE NOTE

Sopra un sistema di relazioni ricorrenti al quale soddisfano 
le funzioni cilindriche.

Nota di Virgilio Giulotto (a Bergamo).

Stinto. - Si dimostra che un noto sistema di relazioni ricorrenti, al quale 
soddisfano le funzioni cilindriche di prima specie, definisce il complesso 
di dette funzioni e può servire da punto di partenza per lo sviluppo 
di tutta la teoria.

Le funzioni cilindriche o di Bessel a indice n intero (positivo 
o negativo) s' introducono in meccanica celeste come coefficienti 
delle potenze di s nello sviluppo in serie convergente /della fun­
zione :

nella quale e indica la base dei logaritmi neperiani e O e s rap­
presentano due numeri qualunque reali o immaginari.

-s —æ —1
Sviluppate in serie le funzioni e2 , e 2 * si ottiene per Z lo 

sviluppo seguente:

f—0 3=0 v 7 \ /

Poiché F espressione :

X/ IX -4-00

W e2 ' s'= £
n=—oc

non cambia scambiando z con —-, si deduce kacilmqpte la rela­
zione : . .

— (—l)’V„(a:)
che permette di limitare lo studio alle Jn(x) con n positivo.
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Posto nella (2) 
r = s H

si trova per il coefficiente di zìl in Z, vale a dire per la Ju(x)^ 
l'espressione seguente :

~ <- ^2 -
,4) — L -(,s) 7r(M 4- «j ’

E poiché la serie a secondo membro è convergente per ogni 
valore di x, come si può verificare applicando il criterio di Cauchy, 
la (4) determina, in tutto il piano, la funzione cilindrica o di JBessel, 
di prima specie e d’indice n intero.

Mi propongo di dimostrare che il sistema delle segmenti noto- 
relazioni ricorrenti :

I «(•^) 1 T , x -r l \ ■

! Sx — —

definisce tutto il complesso delle funzioni cilindriche di prima 
specie e d’indice intero.

Poiché le funzioni di Bessel, come è noto e come si può veri­
ficare tenendo conto della (4), soddisfano alle (5). sara dimostrato 
il nostro asserto quando avremo provato che reciprocamente se 
una funzione soddisfa al sistema:

. dun(x] n

(6)
j dujx) 1 , , , xx .

essa, salvo un fattore numerico, è una funzione cilindrica.
Per questo proponiamoci di determinare la funzione V(x. s) più 

generale che, sviluppata in serie secondo le potenze di s, dia, nei 
coefficienti dello sviluppo, funzioni soddisfacenti al sistema (6).

Poniamo :

(7) V(x,s)= UJX)Zn'

<‘ supponiamo, per un momento, convergenti in ugual grado la 
serie a secondo membro e le serie delle derivate parziali rispetta 
ad x ed a z.
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(«)

n / 1
i(^W‘

ô V(a?, s)
dx

Wi(«>n+1

e per le relazioni (6), alle quali per ipotesi soddisfano le fun­
zioni hJ#), si deducono le uguaglianze :

dV(a;, s)

Z ì 1 f -*-oo
= 2 S »«-if»)«"-1 - E “»+i(®>,,+is

= 2 E —w„+i(a;)]2”

à

Si ottiene dalla (7) :

l dV(x> z) 
\ dx

W(x, z) — 2j nu„(x)s,‘~1

<> queste, per la (7) e la seconda delle (8), danno luogo al seguente 
sistèma alle derivate parziali

dV(x, z) z dV(x, z) 1

r)V(x, 3) 3 1
à 2 V x- ~ 2s

S ««nC»)»"-1 — -
aVfa, g) _____ s

dx x

cV(x, z) 
dx

che ci proponiamo di integrare.
■ÜT • n S HHilimmancLo — , si ottiene il sistema equivalente :

id 1[-lg7(x,

che, come si vede facilmente, è integrabile essendo soddisfatta la 
relazione

s Z
\2 e* j te V 2s y= 0*
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Integrando la seconda equazione di detto sistema si ha:

— 1
(10) lg W- s) — F

essendo ^(3) una funzione arbitraria di .r.
Sostituendo la (10) nella prima delle (9) si ricava :

?'(*) = 0
.» di conseguenza, indicando con K una costante qualunque, si 
ottiene :

32 — 1 ..
]g l'|.A 3) = —,3 K

«• quindi:
V(x. z] — Ce2 ("

dove C è una costante arbitraria.
Le condizioni precedentemente imposte alla ì (a-, 3) e alle 

«Ierivate parziali rispetto alle variabili sono soddisfatte, e poiché 
d’altra parte per C = 1 la funzione V(.r. 3) coincide con la Z defi­
nita dalla (1). resta provato che il sistema (4) definisce il com- 
pk>so delle funzioni cilindriche di prima specie d’indice intero e 
può x-rvire come punto di partenza per lo sviluppo di tutta la teoria.


