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SUNTI DI LAVORI ITALIANI

GTOVANNI SANsoNE: Sulla convergenza delle serie di polinowi di
Legendre (in corso di pubblicazione mnegli « Annali della R.
Scuola Normale Superiore di Pisa », (2), V).

C . | .
Le serie trigonometriche 5+ 2 (@, cos nx + b,, sen nx) di fun-
n=1
zioni sommabili i cui coefficienti soddisfino una condizione uni-
laterale di LaNDAU

an>—/k//n’, b11>—k/”9 k>0, %:1) 2,"°9

sono state investigate da Frsir, HARDY e LirTLEWOOD, PALEY,
SzAsz, e noi ci siamo proposti un analogo studio delle serie di
LEGENDRE

3 | 2n+1 1 dne—1)
W Yol o= f P, i, o) = o PO

di funzioni f(x) sommabili in (—1, 1) i cui coefficienti soddisfino
la condizione i .

(2) a,>—kn n=1,2, g k=0,
oppure 1’ altra
3) la,| <kn—'l, n=1,2.., k>0,

nei casi in cui f(x) sia limitata, oppure continua, oppure sommabile.
Abbiamo dimostrato le seguenti proposizioni:
a) Se i coefficienti a, della serie (1) soddisfano le (2), allora
1°) Se |f(®)| < L, qualunque sia % in (— 1, 1), & anche

‘ 3 209 2081] 165
_3k[lg—v—§ 990] 27L<2a,_P,w)<3k[lg2+1680 + = L

w==0, 1, 2,...;
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2% Se flx) & contmua in (—1, 1) la serie di LEGENDRE di f(x)
'converge uniformemente verso f(ac) in (—1, 1);

3°) Condizione necessaria e sufficiente perché la (1) sia con-
vergente per x—1 ed abbia per somma s & che

(4) lim I_l_'x / fe)de = s ;

e condizione necessaria e sufficiente perché la (1) sia convergente
nei punti 1 e 2’ e in &’ abbia per somma s’ & che esista il limite (4)
e sia anche

lim 2(1 fdt/f[tx +\/1—t2\/1-—x'2cow]do—s
ate—e1

b) Se i coefficienti a, dell-a (1) soddisfano le (3), allora:
1°) Se |f(x)| << L, qualunque sia x interno a (—1, 1) & anche

va as| Tyl

4\/2 k. 3 299
Gl i)

r=0 VR Vi—a?
n=0,1, 2

2° Se f(x) & continua in (— 1, 1) la serie di LEGENDRE
di f(x) converge uniformemente verso f(x) in qualunque intervallo
interno a (— 1, 1);

3° Condizione necessaria e sufficiente perché la serie (1) con-
verga in un punto &’ inferno a (— 1, 1) ed ivi abbia per somma s’
& che

lim [dt[f[tx +VI=8 VI—a"cosb]db=s"

1 2

Grovaxxyi Rioci: Sul settimo problema d@ Hilbert (di prossima pub-
blicazione in « Annali della R. Scuola Normale Sup. di Pisa »).

Recentemente A. GEL¥oND (1934) ha dato completa risposta ad
un problema posto nel 1900 da D. HILBERT col dimostrare che:
«8e I (530, {=1) @ algebrico e n & algebrico irrazionale, al-
lora £* & trascendente ». Sulla questione erano note proposizioni
concernenti casi particolari (A. GEL¥FoND (1929), C. SrecEL (1930),
R. Kuzmin (1930), K. BoraLE (1933)). '
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Nel presente lavoro, facendo uso del metodo di A. GELFOND e
di una formula di interpolazione, si dimostra la proposizione che
riportiamo qui sotto. Essa enuncia in termini precisi un’afferma-
gione che, presentata in forma semplice e molto grossolana, po-
trebbe dire cosi: « t" & trascendente quando § (=0, §3=1) e 4
(irrazionale) sono approssnmublh abbastanza velocemente con nu-
‘meri algebrici ».

Precisamente vale il

TroreMA I. — Siano assegnate k-1 successioni (k>1) di nu-
meri algebrici tutte convergenti

G 53"“,"5)’ (M, Mryaseee = Moy (g1 Mgyoeee = M)y

- diciamone rispettivamente &, %,,.., n; i valori limiti. Suppo-
niamo £=0, £4=1.
Denotiamo, per r=1, 2, 3,..., con:

g, il grado di un corpo algebrico K, contenente &, ,,,,000; %, ,,

%, il minimo intero razionale posmvo per cui «£, & intero
{algebrico),

9, il minimo intero razionale positivo per cul ¥,4,,,.s ¥,M,,
sono tutti interi (algebrici), '

8, =Max (E—E& [, [m—n,,lses [ — 0]
Xr=Ma‘x(]gr|) (I)’ Yr:'Max(I;'hrI”"’ l;llurl)i

A, la quota fino alla quale i n_umeri ‘1, N),pseeey Ng,, SONO linear-
mente indipendenti (?). ~
Allora dei k numeri (%)

Bl £ i

y yeaey

uno almeno & trascendente quando esistono tre mumeri reali g, 5, 6

(") Se & 7,.., { sono numeri algebrici con Max CEl, | W]sey |C1) denote-
remo il massimo modulo di £, %,.., { e di tutti i loro coniugati.

(?) Siano §, {g,..., {3 numeri complessi qualunque; se A & 1’estremo
superiore dei numeri positivi A tali che il sistema

el +Cols+ e+ GG =0, |¢)|ZX [6|Shw, |a|Sh
(eys Cgyeery €4 razionali interi)

porti di conseguenza ¢, = ;= ..=¢; =0, diremo che {,, {s,.., §; sono
linearmente indipendenti fino alla quota A (o anche: almeno fino alla
quota 1). Quando C‘, Coyeey {x sono linearmente indipendefiti nel senso
ordinario, risulta A =+ . La locuzione inirodotta ammette una ovvia
giustificazione geometrica.

() Con E" intenderemo ¢"198% > per una determinazione fissata di log E.

v
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pei quali sono verificate tutte e tre le condizioni seguenti :

\ 1
a) 0<p<p+o<l, 6>1+Tc’
1
0 - k6
by (( ,.J  log 81) = 0(4,),

: 1 0
\ 9,719, log (ey, Y,) ¥ —O(IOg })

1 o n
“) - griglogex, X)) 1" =0 (10g —)

1

k., 2 | 0 771_ . ko
i 9. 9y IOg (8.?/1.Y,,)} =0 <10g 87) ’ ‘ (01 —_ m{) -
Nel caso semplice k=1, soddisfatte le condizioni plecedentl
si conclude che 2" & tldhcendente 0, =)
Conveniamo di porre: log —

)
1_

=+ o0 per 5, =10;
I .

,,_1 P
g, log = AL per 8,=0¢e \, =+ oo,

T
Da questa proposizione generale possiamo trarre come conw

guenze immediate le seguenti.

II). — Supponiamo che esistano un intero razionale N e un
numero positivo I, (ambedue indipendenti da #) tali che i numeri
N, Ny e, Nu,,, siano algebrici interi, ed essi e tutti i loro
coniugati abbmno modulo <L (r=1, 2, 3,. .). Allora dei % nu-
meri §M, g% P (2420, £4=1) uno almeno & trascendente quando
S0no soddlsfatte le due condizioni seguenti :

1°) i numeri 1, 7, .., u,,, sono linearmente indipendenti
almeno fino alla quota

1
(— g, log 3,)2+1 (r=1,2,38,..);
2¢) esiste un numero reale ¢ > 0 per il quale &
i+%+s 1
g, =0 logs— , per 9 — 4 oc.
\ v

1. — %upponmmo che &, sia algebrlco di grado g, (r__l 2 3,..}
¢ che i k+1 numeri 1, 4,,..., n, siano algebrici linearmente indi-
pendenti.

Sia §,—% 0, i1, 3, =[5, —i[, «}, intero, X,= Max (/£ ).
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Allora dei k& numeri £%,.., ™ uno almeno & trascendente
quando & soddisfatta la condizione seguente :
A) esistono due numeri reali g, s con 0 <p<<p—+ o<1 tali

1
che per 0:1+k+2‘° e r — —+ oo risulti

16 1.6 9
a,” e (log 1 ) 9,k e log® (ex,X,)—o <log %)

Questa proposizione non cessa di valere se alla condizione A)
si sostituisce la seguente (piu restrittiva): '
B) g, = O(1) ed esiste un numero reale ¢> 0, tale che per

¥ —+ + oc risulti

ke
<10g _51_ )k+1
X, =0\e -
IV). — Supponiamo che i numeri £, #,,.., 7, (k=>1) siano al-

gebrici e che i k+ 1 numeri 1, 9,.., v, siano linearmente indi-
pendenti. '
- Siano &, 4., 7,/ k-1 numeri reali e {&'3=0, & 4=1.

Allora dei k numeri (&’ )mm ey (BEY™™ uno almemo & trascen-
dente quando esistono un numero reale e >0 e I-+1 successioni
di numeri razionali '

pr s/ plrr ’ pkn‘ ’ 9 ¢
Lt/ ey, — r=1, 2, 3,...
QT qr l-’ ’ Q9; ko ( ’ ’ )J
convergenti a ¥, 7,,.., n;/ in guisa da avere
;1_& <l_ . r_phr _]:_ ’ By i
> q ! n q < g Ng q“ o’
v Ir r qr r ar

( —(og %) ”)

Per k=1 risulta o>__log4‘5q, e il numero ()" @ trascen-
dente non appena sia soddisfatta la condizione enunciata.
V). — Siano £, 4 due numeri algebrlcl, 7 irrazionale.
1° Se ’:}:0 t=4=1, allora £" & trascendente (A. GELFOND).
2%) Se £3=0, £ 1 e nello sviluppo in frazione continua di un

b,

numero reale irrazionale o esistono infinite ridotte per le qua,h

P,

'a__
r

- j , (o=log+eg,, ¢>0 indipend’enté“; da 7)

qr

allora £{"* & trascendente.
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3°) Se Sa==0, fug=1 e mello sviluppo di « esistono infinite
ridotte Iqﬁ per le quali

1 . -
*— % <—, {r=logli=q,, «> 0 indipendente da #)
r qr :

allora (5x)" & trascendente. _
Questa ultima proposizione ci mostra che i risultati conseguiti ci

forniscono infiniti numeri trascendenti del tipo ' e del tipo y* es-

sendo { algebrico; e tale infinith ha la potenza del continuno.



