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Sui sistemi algebrici di curve riducibili appartenenti
ad una superficie algebrica.

Nota di Arrrro MaroxNi (a Cagliari).

Sunto. - Si estende ai sistend algebrici di indice uno (di eurve appartenenti
ad wna superficie algebrica) il clussico teorema di Bewrrixy, relativo ai
vistemi lineari di curve piane ridueibili: e se ne deduce un complentento
ad wn noto teorema di ENRIQUES.

{. Sopra una superficie algebrica F. si abbia un sistema alge-
brico 3, di ec! curve C, il cul indice sia v ).

Supponiamo che la generica curva ¢ sia riducibile, ma esclu-
Jdisnmo c¢he abbia una componente fissa.

() Tanto qui che nei nn. 2 ¢ B, supporremo che i sistemi algebrici di
cui si tratta siano irriducidili (i sistemi, non le curve che li compongono);
¢ inoltre supporremo che la generica curva di ciascuno di tali sistemi non
abhia componenti multiple variabili. ‘
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Mentre la curva C descrive il sistema 2, le sue componenti
irriducibili deseriveranno certi sistemi X, 3,,.. Z,, i cui indici
indicheremo rispettivamente con v,, v,,... v,.

Le componenti irriducibili della curva C, appartenenti al si-
stema %, (§ =1, 2,... §), generano eniro X; una serie algebrica v,
(ogni gruppo della quale & formato dalle curve di 2; che appar-
tengono ad una medesima C), il cui indice indicheremo con u,.
Indicheremo, inoltre, con %; il numero delle curve C contenenti
come parte un medesimo gruppo delle serie v;.

Per un punto generico (!) P, della superficie F, passario v; curve
del sistema X, (¢ =1, 2,... {), ciascuna delle quali appartiene a u,
grnppi della serie v,, e ciascuno di questi gruppi appartiene a
suit volta a %, curve C: sicché per P passano é)\igxivi curve C: e

i=1
manifestamente non ve ne passano di piit. Ne segue che si ha la
relazione :
(1) Agyy = Aggvy = e = Ay, = v,

Si faccia ora I ipotesi che il sistema X sia di indice v=1. In
tal caso, poiche i numeri X;, u;, v; sono interi positivi, dalla (1)
segue che deve essere =1, e che inoltre deve aversi: A\, —=u,=v,=1.
Cid significa che le componenti irriducibili della curva C variano
in un unieco sistema 2, ({==1); il quale sistema & un fascio (v,=1);
ed entro questo fascio descrivono una serie algebrica di indice 1
(»,=1), cio® una involuzione: ogni gruppo di tale involuzione co-
stituisce una C. Si ha dunque la proposizione:

Sopra una superficie algebrica, ogni sistema algebrico, semplice-
wmente infinito, di curve riducibili e privo di curva fissa, se ha U in-
dice 1 & formato da una involuzione tn un fascio.

2. Vogliamo ora estendere la precedente proposizione ai sistemi
algebrici di dimensione r > 1; ciod vogliamo dimostrare che: ~

Sopra una superficie algebrica, ogni sistema algebrico di curve
riducibili e privo di curva fissa, qualunque sia la sua dimensione r,
se ha Uindice 1 & formalo da una involuzione in un fascio.

Poich® questa proposizione & stata dimostrata per =1, bastera
dimostrare che essa & vera per i sistemi di dimensione r, suppo-
nendola vera per quelli di dimensione + — 1.

P

(') Cio& che non sia punto base per nessuno dei sistemi Z;, che non
appartenga alla curva luogo dei punti d’incontro delle varie componenti
irriducibili di una medesima C, e che non stia sopra una curva di Z;
(i=1,2,.. t) per la quale escano due gruppi coincidenti della relativa y,.



0 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sulla superficie F' si abbia dunque un sistema algebrico X, di
dimensione # (> 1), il quale abbia 1’'indice 1, e la cui curva gene-
rica C sia riducibile, senza perd avere una parte fissa.

Le curve di ¥, passanti per un generico punto P, della super-
ficie F, formano un sistema X, _,, di dimensione r — 1, che & an-
cora di indice 1 ed & formato da curve riducibili. Dico che = _,
deve avere una curva fissa. _ .

Se, infatti, cid non accadesse, per la nostra ipotesi (ciot che il
teorema sia vero pei sistemi di dimensione »-—1) = _, sarebbe
formato da una involuzione in un fascio H, il yuale fascio do-
vrebbe avere P per punto base. Le curve di X, passanti per un
altro punto generico di F. P'. formerebbero pure una involuzione
in un fascio H'. avente P’ come punto base; e le curve di =, pas-
santi per entrambi i punti P e P’ dovrebbero essere formate da
curve di H (due almeno) appartenenti anche al fascio H’, ¢ quindi
passanti per P’. Allora P’ sarebbe punto base anche per il fascio H.
il che ¢ assurdo, essendo P’ punto gemerico di F. Dunque le curve
di X, passanti per un punto generico P, sono formate da una curva
fissa, L, e dalle curve di un sistema residuo, A, _, (privo di curva
fissa), di indice 1.

Se r==2, A,_, & un sistema semplicemente mflmto, e quindi o
& un fascio (se la sua curva generica & irriducibile) o & formato
da una involuzione in un fascio (se la sua curva generica & ridu-
cibile (n. 1)).

Mostriamo che, anche nel caso r>2, A__, & formato' da una
involuzione in un fascio. Per dimostrar cid bastera provare che
A.—; non pud esser formato da carve irriducibili. Se, infatti, la
curva generica di A, fosse irriducibile, le curve di A,_, passanti
per un altro punto generico P’, di. ¥, non dovrebbero avere curva
fissa. Allora nemmeno le curve di X, passanti per il solo punto P’
potrebbere avere una curva fissa; perché tale curva fissa non
potrebbe essere la L, altrimenti questa sarebbe fissa per X, (stante
la genericita di P'): e non potrebbe essere un’altra curva L’ della
superficie, altrimenti la L’ farebbe parte anche di tutte le curve
di ¥, passanti per P’ e per P, e quindi sarebbe comune a tutte
le curve di A, _, passanti per P'. Cid contraddice al fatto sopra
dimostrato, che cio¢ le curve di ¥, passanti per un punto gene-
rico di F, debbono avere una componente fissa: si conclude percid
che A _, © formato da curve riducibili, e quindi da una involu-
zione in un fascio.

Le curve di X, passanti per un punto generico P sono dunque
formate da una carva fissa L, e dai gruppi di una involuzione in
un fascio H. Anche le curve di X, passanti per un altro punto
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generico P’ ‘saranno formate da una curva fissa L’ e dai gruppi
di una involuzione in un fascio H'. Poich¢ fra le curve di X,
passanti per P’ vi sono anche quelle passanti per P e per P, le
quali sono composte, oltre che della L, di curve del fascio H, ne
segue che la curva L’ (la qusle non pud coincidere con la L, né
avere con essa una parte comune, altrimenti questa sarebbe fissa
per I,) deve essere composta con curve del fascio H; e cid per
ogni posizione di P’. Se ora pensiamo di far mugvere il punto P
sulla superficie, la curva L’ non cambia (per ogni posizione di P’),
¢ quindi non pud variare nemmeno il fascio H. Ne risulta che
tutte le curve del sistema X, sono composte con curve di un me-
desimo fascio, H; e poiché 2 & di indice 1, le sue curve determi-
nano entro H una 1nvoluz1one Cosl il teorema enunciato al prm-
cipio di questo numero & dimostrato. :

3. La proposizione dimostrata al n. 2 estende ai sistemi alge-
brici di indice 1, di curve appartenenti ad una superficie alge-
brica, il teorema di BERTINI (') relativo ai sistemi lineari di curve
piane riducibili (). Ne deriva un complemento al noto teorema di
EXRIQUES: sopra una superficie ¥, un sistema algebrico o<t con r>1,
di curve irriducibili, tale che per r punti generici di ¥ passi una
sola curva del sistema, & mecessariamente un sistema lineare (3).
Infatti, se il sistema algebrico & di curve riducibili (s’intende,
fatta astrazione da una eventuale curva fissa) ora possiamo affer-
mare che esso & formato da una involuzione in un fascio. Ma una
involuzione oc”, in un ente aigebrico semplicemente infinito, o &
una serie lineare, o si ottiene aggregando + ad r, in tutti i modi
possibili, i gruppi di una involuzione o< (¥, Nel caso che la invo-
luzione entro il fascio sia una serie lineare, il nostro sistema alge-
brico & ancora un sistema lineare, quindi il sopraricordato teorema
di ENRIQUES si pud enunciare come segue:

Sopra una superficie algebrica, ogni sistema algebrico di curve,

(1) BerTINI, Sui sistemi lineari, « Rendiconti dell’ Ist. Lombardo », 1882.
Si veda anche: SEveri, Trattato di Geometria algebrica, n. 12.

(*) ExriQuEs ha mostrato come il teorema di BERTINI si estende agevol-
mente ai sistemi lineari di curve appartenenti ad una superficie. V. Infro-
-duzione alla geomeiria sopra le superficie algebriche, « Memorie della So-
cietad Italiana delle Scienze », 1896.

(%) Cfr. ENrIQUES, Una questione sulla linearitd..., « Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei », Luglio 1893, ¥

(%) V. CasTELNUOVO, « Aiti della R. Ace. di Torino », 28, 1803. V. anche:
HumBERT, « Comptes Rendus », 116, 1893; R. ToreLLI, « Atti del R. Ist.
Veneto », 67, 1908,
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di indice 1 e dimensione r, o & un sistema lineare, oppure si ottiene,
astrazion fatla da una eventuale curve fisse, aggregando v ad r.in
titti i modi possibili, i gruppi di wna involuzione irrazionale o',
i un fascio (irrazionale).

Sotto guesta forma il teorema sussiste evidentemente anche
per #=1.

4. A complemento delle cose precedentemente esposte, conviene.
fare le seguenti osservazioni.

OssERVAZIONE L. — Nelle considerazioni dei nn. 1, 2, 3, si o
supposto che il mostro sistema algebrico X sia irriducibile. Ora,
affinche il ragionamento del 1n. 2 non subisca eccezioni, bisogna
mostrare che, se £ & irriducibile e di indice 1, le curve di esso
passanti per un punto generico della superficic F mnon possona
formare un sistema riducibile. E infatti, se le curve di X passanti
per un punto generico P si distribuissero in due sixtemi alge-
briei 2, e I, supposto che sia », =I#,, per P ¢ per s, punti di K|
presi genericamente sopra una curva C di Z,. passerebbero la (.
e un numero finito di curve di X,,, quindi almeno due curve di X;
mentre che, essendo = di indice 1. per pitt punti di F atti a deter-
minare un numero finito di curve di X (anche se presi in modo
particolare), non pud passare che nna di tali carve (7). o

OssERVAZIONE II. — Nei nn. 1, 2, 3, si & escluso che la curva
generica del sistema X contenga componenti multiple variabili.
Esaminiamo ora questo caso. "

Supposto che la generica curva C di £ abbia delle componenti
multiple (variabili) si consideri il sistema X le cui curve (’ si
ottengano dalle C di =, contando in esse una volta sola ciascuna
componente irriducibile. S8e X & d’indice 1. anche X' & evideate-
mente d’indice 1; e allora (pel teorema del n. 3) £’ o & un sistema
lineare di curve irriducibili, o & una involuzione in un fascio H.
Nella prima ipotesi, le curve di = si ottengono contando un certo
namero k (> 1) di volte le curve del sistema lineare X'

Nella seconda ipotesi, vogliamo provare che le curve di H costi-

{*) Questo medesimo ragionamento proverebbe che, qualora 2 fosse un
sistema algebrico riducibile che si scinda in sistemi della stessa dimen-
sione, il suo indice dovrebbe essere maggiore di umo. Se, invece, I si
scindesse in sistemi.di dimensione differente, allora la nozione di indice
(numero delle curve .del sistema passanti per » punti generici della super-
ficie) verrebbe a mancare di una caratteristica essenziale, ciod quella di nen
cambiare (a meno di divenire infinito) al variare con continuita degli + punti
presi sulla superficie. La restrizione, posta nel testo, della irriducibilitd del.
sistema 3 &, percid, inerente alla natura della questione trattata.



PICCOLE NOTE : 9

tuenti, entro il fascio, un gruppo della suddetta involuzione, per
formare una curva di £ dovranno contarsi tutte lo stesso numero k
di volte. E, infatti, supponiamo, p. es, che delle n curve di H
costituenti un gruppo della involuzione (che indicheremo con v,),
i, siano da contarsi k, volte; =,, k, volte;.. ed n,, k volte
(1, +n, + ... + 0, = n).

Variando il gruppo della y,, le n; curve che van contate

volte costituiranno i gruppi di una involuzione v, (=1, 2... #).
Ora, se la y, ha dimensione 1, anche le varie y, avranno dimen-
sione 1 (non avendo X, per ipotesi, curve fisse); e per la curva L,
di H, uscente da un punto generico P della superficie passerd un
gruppo di ciascuna vy, . Se £>1, questi { gruppi non potranno
appartenere al medesimo gruppo della v,,, perché hanno la curva L
comune ; e non potranno nemmeno appartenere a gruppi diversi
della v,, altrimenti vi sarebbe pili di un gruppo di quest’ultima
passante per la curva L. Ne segue che deve essere {—=1, e cosi
il nostro asserto & dimostrato nel caso che la v, abbia dimensione 1.
Se, poi, la v, ha dimensione r >> 1, consideriamo ancora le curve
di = passanti per un punto generico P, e quindi per la curva L,
di H, uscente da P: ofterremo un sistema irriducibile (v. Osser-
vazione T) di dimensione # — 1, avente la curva L ed eventual- .
mente anche altre curve del fascio come fisse, ma la cui curva
generica avra sempre un certo numero di curve variabili, di H,
da contars1 k; volte (per.ogni ¢ =1, 2,... {} (}). Supposto, allora, che
la propneta enunciata sia vera per i sistemi di dimensione r—1,
ne segue che dovra essere { —1, e quindi che la proprleta stessa
sark vera anche pel nostro sistema di dimensione r. Cosl la nostra
asserzione risulta dimostrata. Concludiamo, che, se si ammette che
_la curva generica del sistema £ possa avere anche componenti
multiple, vale il seguente teorema pilt generale di quello enun-
ciato al n. 3 (che lo comprende per k—1):

Sopra una superficie F, le curve (riducibili o no) di un szstema
algebrico irriducibile, privo di curve fissa, che sia di tndice 1; o st
ottengono contando k volte le curve di un sistema lineare; oppure
si ottengono contando k wvolte le curve risultanti dall aggregare r
ad r, negli oc* modi possibili, ¢ gruppi di una involuzione trrazio-
nale oot tn un fascio.

() Non potra avvenire che i gruppi della y, contenentia curva L.
abbiano ad es. come fisso un intero gruppo della v, ; perchd fra i gruppi
della v,, passanti per una qualsiasi curva M di H vi sono anche quelli con-
" tenenti p. es. i gruppi della y,, passanti per la M, i quali gruppi della Tn
contengono grupp1 della v, che non passano per: la M

v



